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5. LUSUNG NACH DER KRAFTMETHODE

Im vorangehenden Kapitel wurden die Grundgleichungen der
Verschiebungs- bzw., Kraftmethode mit (4.1.27) bzw. (4.2.20)
und (4.2.29) abgeleitet In diesem Kapitel wird die LOsung
des Gleichungssystems der Kraftmethode erleutert. Hierfir
wird zundchst der Aufbau der Gleichgewichtsmatrix N be-
schrieben

5,1 Der Aufbau der Gleichgewichtsmatrix

In Gleichung (4.2.17) wird die nicht reduzierte Gleichge-
wichtsmatrix N* definiert:

N = a's.

Hierbei verkniipft a nach (4.1.21) die globalen Elementkno-
tenverschiebungen u mit den Tragwerksknotenverschiebungen U.
Die Transformationsmatrix a ist nicht “"reduziert", d.h. die
Starrkdrperverschiebungen des Tragwerks sind in U enthalten.

Das Gesamttragwerk hat s Elemente und t Knoten. Unter der
Annahme, daB ein Knoten u Freiheitsgrade hat, ist die Anzahl
aller Verschiebungen

E=ut.

Die Dimension von U ist £x1. Hat das i-te Element insgesamt
p1 Knoten mit jeweils uFreiheitsgraden, so ergibt sich die

Dimension von u zu zxl. Hierbei gilt:
s .

z =pIpl.
[

Man betrachte nun die Verknipfung des i-ten Elementes am
k-=ten Knoten des Tragwerks (Bild 5.1). Die Verschiebungen
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g; (Knoten k, Element i) sind mit den Verschiebungen U des
Tragwerks durch ‘

up = [2k1 2z - 2ge) (U5 Uy oon U] (5.1.1)

Iy

vgranpft. Hierbei werden durch §1j
g; mit den Verschiebungen gj am Knoten j des Tragwerks

verknipft.

die Verschiebungen

Bild 5.1 k-ter Knoten des Tragwerks

Die Untermatrizen é;j sind quadratisch. Nach Definition von

a muB auBerdem

fir j k
i guxu ir 3 ¢ .
8k = o j=1,2,...,t (5.1.2)
;uxu fir j = k
gelten. QHXM ist eine Null- und luxu eine Einheitsmatrix.

Daraus folgt, daB die Transformationsmatrix a aus quadrati-
schen Untermatrizen besteht, die Null- oder Einheitsmatrizen
sind.

Fir alle Knotenverschiebungen der Elemente von Bild 5.1
erhdlt man die folgende Beziehung (5.1,1):
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1 ® m n K [s] t = -
- ) ' b U
el . L0 =
' ' U
i =2
.q‘l( Q Q I;.Lxu Q
u! Q0 Iu.y 0} 0 "
AT ovs IR B — 0 Un |+
!k g Q quu Q U
Yo 0 | 0| 0 |Tusw =
# ! { go
Yk 0 Q0 Iy, @
H ] 1 i ]
SL J‘ :. : Q' J U
=
2zx1 ézxg ‘ggxl

Aus dem Aufbau von a 1ist ersichtlich, daB es in der g;

entsprechenden Blockzeile von a nur eine einzige Einheits-
matrix und in der U, bzw. dem k-ten Knoten entsprechenden
Blockspalte von a genau UM Einheitsmatrizen gibt. My ist
die Anzahl der Elemente, die den k-ten Knoten des Tragwerks
gemeinsam haben,

Bezeichnet man mit a, die Blockspalte von a, die U bzw. dem
Knoten k entspricht, so 148t sich a in Untermatrizen auf-
stellen:

Die Gleichgewichtsbedingungen am k-ten Knoten von Bild 5.1
erhalten dann nach (4.2.17) die Form

T
k

Pe = 3,8
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oder in ausgeschriebener Form

! i i ! s
P, - { 0 ] 0 i, | oL, |oin,] o :l_s_ (5.1.3)
mit .

1 M ' J § l s
s - { s,is, s is s, s, }- (5.1.4)

Wobei §; die Elementkrdfte am k-ten Knoten des i-ten Elemen-
tes sind. §; 1dBt sich aus den Gleichgewichtsbedingungen
(4.2.14) des Elementes und durch entsprechende Unterteilung
von 51 definieren.

i i

S Bl .
Lt L (5.1.5)
Sk By

Daraus ergeben sich die Gleichgewichtsbedingungen am k-ten
Knoten des Elementes:

Ei. (5.1.6)
(5.1.6) wird fiir alle Elemente des Tragwerks gebildet. Setzt

man (5.1.6) fir alle Elemente in (5.1.4) ein, so ergibt sich
S zu

T
ey}
o0
[P
1T
T

(5.1.7)

10
1T
2L
T
1o
Ehedll
LS

|
o

v_ _l(.:.o.._.

1>
[——

Die Dimension von S; ist uxl. Soll w die Anzahl der linear
unabhdangigen Krdfte F1 des i-ten Elementes angeben, so hat
jede Untermatrix von §1 nach (5.1.6) die Dimension pxw
Daher ist die Matrizenmultiplikation von (5.1.3) blockweise
ausfiithrbar, (5.1.3) mit (5.1.7) liefert
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igi Jed el
Py = BE" + BREY + B/ F (5.1.8)
oder allgemeiner in Matrizenform
1... i j { ...S
Ek=[ 9 ’-B-|k .B_jk Elk 0 :] £ (5.1.9)
mit
S R SR A S S S

Bezeichnet man mit g; die P, entsprechende Blockzeile von
N*, so hat N* die Form

) . |
NF o= {NT NS Np ... MDD

Am k-ten Knoten gilt mit g: nach (4.2.17)

by B

p

_k ® (5.1.10)

it

.
Ny

Ein Vergleich mit (5.1.9) liefert

0 ]. (5.1.11)

(5.1.9) gibt die Gleichgewichtsbedingungen am k-ten Knoten
des Tragwerks an. (5.1.11) ist die k-te Blockzeile der
Gleichgewichtsmatrix N*.

Aus der Herleitung von (5.1.11) gewinnt man folgende Er-
kenntnisse:
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a) Die Gleiéhgewichtsmatfix kann blockweise aufgestellt

werden.
b) Die blockweise Multiplikation von gT mit B sorgt fir
die richtige Plazierung der Untermatrizen von B in ﬁ*.
c) Ist die k-te Blockzeile .ﬂz‘ von g* aufzustellen, so
sind die Untermatrizen Q; aller mit dem k-ten Knoten

verkniipften Elemente in ﬁi' abzulegen. Die restlichen
Blocke von NF bleiben Null. Um die Untermatrizen 5; auf
; ablegen zu kdnnen, genligt

es, die Zuordnung von Element zu Knoten zu wissen.

den zugehdrigen Pldtzen in N

Topologiematriz des Tragwerks:

Iwischen den t Knoten wund s Elementen des idealisierten
Tragwerks besteht eine feste Zuordnung. Die Knoten- Ele-
mentzuordnung wird durch die Topologiematrix gtxs festge-

gelegt. Die Matrix ths ist im allgemeinen nicht quadra-

tisch. Ein Element Cki der Matrix C dist 1, wenn das

Element i mit dem Knoten k des Tragwerks verkniipft ist und
Cki = o, wenn das Element i nicht mit dem Knoten k des
Tragwerks verkniipft ist. In Bild 5.2 ist ein Beispiel fir
einen Ringtrdger aus Balkenelementen gegeben,

Elemente
1 2 3 4 5 6 7 8

1 1
111

*8x6 " 1] 1

W 3 O N W
Knoten

Bild 5.2: Ringtrédger und Topologiematrix
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Der direkte Aufbau der Gleichgewichtsmatrix:

Ist die Topologiematrix gegeben, so ist die Ausfithrung der
Multiplikation QT
Stattdessen werden die Elementmatrizen §1 aller Elemente
analog zu (5.1.5) als Untermatrizen (E;)uxwi aufgestellt,
Die Gleichgewichtsmatrix g* wird wie die Topologiematrix C
direkt besetzt:

B aus rechnerischen Griinden nicht sinnvoll,

_ gl . i}
Nei = By fir Cpy =1
V (5.1.12)
¥ | u -
Ny =0 fir Cp 5 = o,

Die Besetzung von N* entspricht in Blockform genau der Be-
setzung von C. Zu jeder vorhandenen Eins in C gehdrt eine
Untermatrix mit der Dimension uxw' in E*‘. Die Dimension von
N* ergibt sich zu £ Zeilen und m =_i w' Spalten. Fir das

1=

Tragwerk von Bild 5.2 ist N* in Bild 5.3 dargestellt.

Elemente
1 2 3 L 5 6 7
1
B,
1 2
Bz 52
2 3 2
B, | B
*_ = =2
o B:| B3 °
=25 2
B3| gt @\
=6 | =26 ~
6 7
57 57
B?

Bild 5.3: Direkte Besetzung der Gleichgewichtsmatrix N*



58

Beriicksichtigung der geometrischen Randbedingungen:

Jede Zeile in g* ist einer globalen Knotenverschiebung zuge-
ordnet. Sind globale Knotenverschiebungen unterdriickt, so
.sind die entsprechenden Zeilen von N* zu streichen. Dieses
Vorgehen ist der direkte Weg von (4.2.19). Die gestrichenen
% Zeilen, (E ist die Anzahl der unterdriickten Knotenver-
schiebungen), bilden ~die Matrix (HA)éxm in (4.2.21). Die
verbleibenden n = £-% Zeilen sind die Zeilen der reduzier-

ten Gleichgewichtsmatrix gnx in (4.2.20).

m
In Bild 5.4 sind beide Matrizen fiir den Ringtrdger aus Bild
5.2 gegeben. Sie sind aus der zugehOrigen Gleichgewichtsmat-
rix ﬁ* abgeleitet. Hierbei wird angenommmen, daB alle
Verschiebungen der Knoten 5 und 7 unterdriickt sind.

B 5? 1
B, | B3 2 12 3 4 s 8 7 8
2| .3 L] S5
N B3 | B3 3 N ] Bs | B l ’ 5
== 3| gt SaF 6 | o7
BL Bz. - ] 5—71E7‘ 4
B | Bt 6
7.8
i By |Bg|®

Bild 5.4: Zur Reduzierung der Gleichgewichtsmatrix

Die Zeilen von N sind den Komponenten von gr zugeordnet. Da
die Starrkdrperverschiebungen des Tragwerks 1in Qr nach der
Beriicksichtigung der geometrischen Randbedingungen nicht
mehr enthalten sind, sind die Zeilen von N linear unabhdn-
gig. Der Rang von N ergibt sich zu n.

Bei einem statisch bestimmten Tragwerk ist N quadratisch,

(n = m). Ist ein Tragwerk statisch unbestimmt, so gilt
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und der Rangabfall der Matrix N
r=m-=n (5.1.13)
'ist gleich dem Grad der statischen Unbestimmtheit.

5.2 Die automatische Umnumerierung der Knoten

und Elemente

Bei der sogenannten direkten Steifigkeitsmethode, bei der
die Steifigkeitsmatrix K, bzw. K. analog zu N bzw. N direkt
aufgestellt wird, wird die symmetrische Knotenzuordnungs-
matrix benutzt. Damit Ko Bandform hat, werden nur die Knoten
des Tragwerks umnumeriert. Alle vorhandenen Algorithmen [6 -
11) minimieren die Bandbreite der symmetrischen Knotenzuord-
nungsmatrix bzw. von Ko+ Sie numerieren die Knoten des
Tragwerks so um, daP die Differenz aller mit einem Knoten
verkniipften Knotennummern moglichst minimal wird. Der Algo-
rithmus von COLLINS [1o] erweist sich als sehr leistungsfa-
hig (relativ kleinere Bandbreite und weniger Rechenzeit in

Vergleich zu den anderen Algorithmen),

Die Matrizen C und N* der Kraftmethode sind nicht quadra-
tisch. £Es ist trotzdem mdglich, sie in Bandform zu bringen.
Die Besetzung von C bzw. N¥ wird durch die Knoten- und
Elementnumerierung festgelegt. Durch systematische Umnume-
rierung der Knoten und Elemente kann erreicht werden, daBf C
bzw. N* eine Bandstruktur besitzt. Dadurch wird Speicher
gespart, wund es wird die Anzahl der Rechenoperationen
verringert.

Zu diesem Zweck wurde der spezielle Algoritmus BAND (Kap. 7)
entwickelt, der 1im Programmsystem KRAM'76 [ 20] verwendet
wird. Dieser Algorithmus ist die Anwendung des COLLINS'schen
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Verfahrens auf nicht quadratische Matrizen. In BAND werden
die Knoten wund Elemente so umnumeriert, daB der Abstand
zwischen der ersten und letzten vorkommenden Verkniipfung in
den Zeilen und Spalten der Topologiematrix C mdglichst klein
gehalten wird. Als ein Beispiel sind der umnumerierte Ring-
trdger und die zugehOrige Topologiematrix in Bild 5.5 gege-
ben. Die Ausgangsnumerierung ist Bild 5.2 zu entnehmen.

Elemente
2 3 4L 5 6 7 8
1

[N DR

1
1 1
1 1
- 1 1

[s-3 ~3 N [ I 2 w N —_
Knoten

Bild 5.5: Umnumerierung der Knoten und Elemente

Die Knoten 5 und 7 , an denen die Verschiebungen unterdriickt
sind, sind in 8 wund 5 umnumeriert. Die Matrizen N und Na
sind in Bild 5.6 dargestellt (vgl. Bild 5.4).

B, | B} :

512 Ba2 2 1 2 3 4 5 6 7 8
NEERE [1 e ey vJs
§ 8! |e R

B | [Be| s

i By |8y )"

Bild 5.6 Reduzierte Matrix N nach der Umnumerierung
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Bandstruktur der Gleichgewichtamatrix:

Da zur Losung der Gleichgewichtsbedingungen die LGsungsalgo-
rithmen fir Gleichungssysteme mit bandformigen und singuli-
ren Koeffizientenmatrizen [21, 26] verwendet werden sollen,
wird im folgenden die Bandbreite der Gleichgewichtsmatrix
definiert., Durch die untere Bandbreite my und die obere
Bandbreite m, wird die konstante Bandbreite mi, = ml+m2+1
bestimmt (Bild 5.7). Die Hauptdiagonale von N . fdllt mit
der Hauptdiagonalen einer quadratischen mxm-Matrix zusammen.
Die Nebendiagonalen sind parallel zu der Hauptdigonalen. Fir

das Element Nij von N gilt:

N{j‘= 0 fir i =3 + my oder j = 1‘+m2
}Ni‘jl =0 fir i =j + my oder j = 1‘+m2
! m2=7 1 m= 12
N oxIx] X
[N X| | X 0
rn,=2 N -
i X1 X X
X X |X|X
x| [x]X N
N
0 X X N
XIX{0 ~
n=7 P . 4

}-——m\2=m1+m2+1 z ?O—-———--l

Bild: 5.7 Schematische Darstellung der Bandbreite

Die Bandform von N wird aus programmtechnischen Grinden auf
die Form eines Parallellogramms erweitert [26] . Der Spei-
cherbedarf betrdgt daher'nxm12 Pldtze, Eine andere Defini-
tion der Bandbreite (kompakte Speichertechnik), die wesent-
lich weniger Speicherplatz und Rechenaufwand bendtigt, ist
auf Seite 86 gegeben.
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5.3 Die automatiséhe Wahl der statisch Unbestimmten

Bei statisch bestimmten Tragwerken (r = o) bereitet die
allgemeine Losung von (4.2.20) keinerlei Schwierigkeiten.

~

Die linear wunabhdngigen Elementkrdfte F lassen sich durch

Inversion der quadratischen Gleichgewichtsmatrix Nnxn

bestimmen:

!
gj Er'

B
1]

Bei statisch unbestimmten Tragwerken (r > o) ist es erfor-
derlich, die statisch Unbestimmten X zu bestimmen. Die Wahl
der statisch Unbestimmten ist in der klassischen Stabstatik
als die Wahl des statisch bestimmten Hauptsystems durch das
Schneiden von Stdben oder die Festlegung von Gelenken
bekannt., Dieses manuelle Verfahren gelingt aber nur bei
Stabtragwerken wund scheitert bei Fldchentragwerken (Schei-
ben, Schalen). Fir komplizierte und komplexe Tragwerke, die
mit finiten Elementen approximiert werden, ist eine automa-
tische Wahl der statisch Unbestimmten erforde?iich.

Der erste bahnbrechende Schritt 1in dieser Hinsicht wurde
voneinander unabhdngig von DENKE [12] und ROBINSON [13, 14]
gemacht. Beide Methoden sind numerisch., Sie sind eine Anwe-
dung des GAUSS-JORDAN Eliminationsverfahrens auf die Gleich-
gewichtsbedingungen (4.2.20). Die topologischen Methoden in
der von STOKER [17] und GAKIROGLU[19] dargestellten Form
sind nur auf Stabwerke anwendbar.

Eine weitere Methode =zur automatischen Wahl der statisch
Unbestimmten wurde von THIERAUF/TOPGU in [21]gegeben. Diese
numerische Methode ist allgemein anwendbar und verwendet im
Gegensatz zu den oben erwdhnten numerischen Methoden das
GAUSS'sche Eliminationsverfahren.

Die allgemeine Ldsung eines unterbestimmten Gleichungssys-
tems wie (4.2.20) ist in der numerischen Mathematik lingst
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bekannt [24] . DaB "die freien Parameter" des Gleichungssys-
tems mit den statisch Unbestimmten zusammenfallen, oder daB
"der Kern" [27] der Koeffizientenmatrix mit den Eigenspan-
nunszustdnden identisch ist, wurde in der ersten Anwendungs-
phase der Kraftmethode nicht erkannt.

GAUSS=JORDAN Eliminationsverfahren:

Die Zeilen von N wurden als linear unabhingig vorausgesetét.
Der Rangabfall von N wird durch die Anzahl der linear
abhdngigen Spalten bestimmt. Da die freien Parameter des
Gleichungssystems

NE =P, (5.3.1)
mit den statisch Unbestimmten zusammgnfal]en und die freien
Parameter den linear abhdngigen Spalten von N zugeordnet
sind, konnen, die 1linear abhdngigen Spalten von N wdhrend
der Elimination festgestellt werden. Zundchst wird angenom-
men, daB diese Spalten bekannt sind. In diesem Fall kann N
durch die Spaltenvertauschungsmatix Zoxm 10

m

NZo= [N iN] (5.3.2)

umgeformt werden, N besteht aus T1inear abhdngigen
=x’‘nxr

Spalten von N, und (Ng)pxn ist ein reguldrer Teil von N, Z

ist eine BOOLE'sche Matrix. Eine 1 1in der i-ten Zeile
und j-ten Spalte von Z bewirkt, daB die j-te Spalte der
rechten Seite in (5.3.2) die i-te Spalte von N ist. Z ergibt
sich, wenn die Zeilen einer mxm-Einheitsmatrix entsprechend
der Spaltenvertauschung vertauscht werden. Die Vertau-

schungsmatrix Z hat die Eigenschaft ZZT =1, d.h.: 27! . gT.

Bei dem GAUSS-JORDAN Eliminationsverfahren ist es mdglich,
wahrend der Elimination Schritt fiir Schritt die Transforma-

tionsmatrizen Tyslos oo Ty oo T derart  zu bestimmmen,

-1 %
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daB gilt:

= z 3 - % o2 , _ y=1

In oo LIW 2= T, e LI (NGIN] = (151,
mit

= A D |

In s @ Ile - Ho 3

(fi)nxn wird beim i-ten Eliminationsschritt mit

Spaite
-1_ “oe i n
[ |
A
1, Az 0
21~ AL . 2 ] :
i I, q: Einheitsmatrix mit
5 Kantenldnge i-1
-i s 1 e . . . .
gilolz o0 I,.i: Einheitsmatrix mit
. Kantenldange n-i
¢ A pi I
n e

bestimmt. Eij sind die Elemente von N nach den ersten i-1
Eliminationsschritten., Hier muB ﬁii # o wegen der Division
durch ﬁii gelten. Daher ist fir die Elimination eine Zeilen-
pivotsuche mit Spaltentausch notwendig, was den Sinn der
Spaltenvertauschungsmatrix Z erkldrt. h,; ist das Pivotele-
ment der i-ten Zeile. Im allgemeinen wird das betragsgroBte
Element der Zeile als Pivotelement gewdahlt, damit der Stel-
lenverlust in Ngl bei der Multiplikation der Elemente der
Transformationsmatrizen méglichst gering bleibt.

Aus (5.3.1) folgt entsprechend (5.3.2) und unter Berilicksich-
tigung von Z'l = ZT

[ hm g B3

T

§°T1>

NZZ'E = [N N ]ITO =0

Q -r

<
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mit
i
e = .
X

- Aufgeldst nach Eo ergibt sich:

- nlp - y-1
= NUB - NN X

1T

]

o

Fir  den vollstdndigen Vektor der Unbekannten E folgt
unmittelbar

-1 -1
ZTE = _.E_q = _.N_o—_ r + :gg —N.-)S X
X 0 r [

Ein Vergleich mit der allgemeinen Losung (4.2.28) ergibt

unter Berilicksichtigung von Z'l = zT
;! 5N

By = Z|-°-| B, = Z|-->--* : (5.3.3)
0 I

Nach der Definition der allgemeinen Ldsung (4.2.28) gibt die
i-te Spalte von B die Elementkrdfte des statisch bestimmten
Hauptsystems an, wenn Pri =1, X =90 und alle anderen
Komponenten von Er gleichzeitig null sind., Die i-te Spalte
von B, ergibt die Elementkrdfte des statisch bestimmten
Hauptsystems, wenn Xi = 1, Er =0 und ai]ev anderen
Komponenten von X gleichzeitig null sind. Jede Spalte von

gx stellt einen Eigenspannungszustand des Tragwerks dar,

Die Bestimmung der Matrizen'(go)mxn und (B,).,,. ist prog-
rammtechnisch leicht realisierbar. Das Programm JORD (Kap.
7) berechnet beide Matrizen aus Nogm und legt sie auf eine

mxm=-Matrix ab. Der minimale Speicherbedarf des GAUSS-JORDAN
Eliminationsverfahrens betragt mxm Plitze.
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GAUSS'sches Eliminationsverfahren:

Da beim GAUSS-JORDAN Eliminationsverfahren ein Spaltentausch
vorgenommen werden muf3, wird die vorhandene Bandstruktur der
Gleichgewichtsmatrix N zerstdrt. Daher muB N als nxm-Matrix
vollstindig abgespeichert werden, was mehr Speicher und
Rechenzeit erfordert, da mehr QOperationen durchgefiihrt wer-
den als notwendig.

Die Bandstruktur von N kann ausgenutzt werden, wenn das
GAUSS'sche Eliminationverfahren zur Wahl der statisch Unbe-
stimmten angewendet wird. Die Spaltenpivotsuche mit Zeilen-
tausch dient hierbei zur Feststellung der linear abhdngigen
Spalten. Das Vertauschen der Zeilen zerstdrt die Bandstruk-
tur von N nicht [26]. Spaltenpivotsuche mit Zeilenvertau-
schung ist fiir eine stabile Lgsung ausreichend [25, 28].

Nimmt man zunichst an, daB die statisch Unbestimmten bekannt
sind, so kann die Gleichgewichtslage des statisch unbestimm=-
ten Tragwerks durch gleichzeitiges Aufbringen von P und X
auf das statisch bestimmte Hauptsystem wie folgt angegeben

werden:
I
—F = |- (5.3.4)
I7 X
oder
NE=P (5.3.5)
mit
N . P
i= 5 s B = |
I X
Wobei die zu X, korrespondierende Zeile der Matrix irxm die

j-te Zeile der mxm-Einheitsmatrix ist, wenn gj als i-te sta-
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tisch Unbestimmte gewdhlt ist. Dies bedeutet, daB die j-te
Spalte von N 1linear abhdngig ist. Durch i wird N auf eine
~quadratische, reguldre Matrix ﬂmxm erweitert. Wenn das
GAUSS'sche Eliminationsverfahren auf N angewendet wird,
erhdlt man

N=z LR (5.3.6)

Die Zeilenvertauschungsmatrix Z ergibt sich aus dem dem Zei-
Tentausch von N entsprechenden Spaltentausch der mxm-Ein-
heitsmatrix, L und R sind die untere und die obere Dreiecks-
matrix von N. Das Problem wird durch (5.3.4) auf die Be-
stimmung der Erweiterungsmatrix I reduziert.

Fir die Dreieckszerlegung wird zundchst die Bandstruktur von
N nicht beriicksichtigt. Zur Feststellung der Tinear abhdn-
gigen Spalten, d.h. zur Bestimmung von i ist eine Pivotregel
erforderlich. Vor der Elimination wird die Zeilennorm von N
berechnet:

NI = max( ZIN,.l1).
i3 Y

Beim k-ten Eliminationsschritt wird das Diagonalelement Nik
(Pivotelement) aus

k-1

N = max‘Nik Flir i = K, .v. on (5.3.7)

kk

k-1

bestimmt. N stellt die durch k-1 Eliminationsschritte

gednderte Matrix N dar. Die k-te Spalte ist von den vorher-
gehenden k-1 Spalten linear abhdngig, wenn gilt:

NE < e INI_,d.h. NE & o, (5.3.8)

€ ist die Rechengenauigkeit (Telefunkenrechner TR 440: € =

3.oxlo-11). In diesem Fall wird wie folgt fortgefahren:

~

Fir die erste Zeile von [ wird die k-te Zeile der
mxm-Einheitsmatrix eingesetzt. Die k-te Zeile von yk'l wird
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mit der ersten Zeile von i vertauscht und diese Vertauschung
wird in Z notiert. Da. nun N§k= 1 und N%El ~ 0 mit i =k
gilt, ist der k-te Zerlegungsschritt beendet. Die Zerlegung
wird fortgesetzt bis eine weitere Spalte als linear abhidngig
erkannt, und damit eine weitere Zeile von i bestimmt wird,
In m Zerlegungsschritten sind genau r Tinear abhdngige Spal-
ten und alle Zeilen von i zu bestimmen. Die symbolische Dar-
stellung der Zerlegung ist am Beispiel einer Matrix N5x7 in
Bild 5.8 gegeben. Hierbei wird angenommen, daB die 3. und 6.
Spalte von N linear abhdngig seien. Zur Kennzeichnung der
Zeilen sind Buchstaben verwendet worden, die jedoch unter-
einander unterschiedliche Werte darstellen sollen. Zur Dar-
stellung der Vertauschungsmatrix Z wird angenommen, daf die

Zeilen von N nur mit den Zeilen von i2x7 und nicht unterein-

_ ander vertauscht sind.

[k k Kk k kK k kK] [1 RRE T Ik k kR k k k k.
[ T T T I I 1 {1 firirrrr
ﬂ mmmmmmm 1 1 1
nnnNnnnnanjs= A A A A A A A
pPpPPPPOP 1 p A p 1 pop
~ 1 1 1 1
I 1 1 J o MM 1 f
b RN B . _Iﬂ m P SN
N Z L R

Bild 5.8: Symbolische Darstellung der Dreiekszerlegung

Die Beziehung (4.2.26) wird erfiillt, wenn man in (5.3.4)

Pr lnxn und X = Onxp &insetzt:

. (5.3.9)

4
i
1o :IH
U]
-

B hat die Dimension mxn. Mit (5.3.6) folgt

N
[ e
12202

B = (5.3.10)
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oder die partikuldre Losung

co1,T,
L'z, -

-1r-1

C

[ el
$°0:

(5.3.11)

Die Beziehung (4.2.27) wird erfiillt, wenn man in (5.3.4)

Pr = Quyp Und X = I einsetzt:

N
Sl - S - (5.3.12)
I

ZLRB, =P,
oder

ot _ov=1_T7

RB, =L "Z'P,.

~ ~

Aus dem Aufbau von L und I ergibt sich, daB

und i;"liT = ET "1

[} i

mit 1

gilt. Es folgt

Re, =1 (5.3.13)
bzw. die homogene Losung (Eigenspannungszustinde)
B, = BT (5.3.14)

Die schematische Berechnung von B, und B st fir die Mat-
rizen von Bild 5.8 in Bild 5.9 dargestellt,
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Symbolische Berechnung von

Bild 5.9
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90 bzw. B, werden nicht durch Inversion von‘ﬁ und E berech-
net, sondern durch Vorwdrts- und Riickwdrtseinsetzen in L und
é fir Eo bzw. Ex' Dis Vertauschungsmatrix Z wird als ein
Vektor der Ldnge m und I wird nur implizit gespeichert. Die
vorgenommenen Zeilenvertauschungen werden beim Vorwirtsein-
setzen riickgdngig gemacht. Hierbei miissen die Zeilen der
rechten Seiten in jedem Schritt entsprechend dem Inhalt von
Z vertauscht werden, was besonders bei der Berechnung von
B, sehr zeitaufwendig 1ist. Dies wird vermieden, wenn die
rechten Seiten direkt mit Hilfe von Z aufgestellt werden.
Die folgende Beziehung

~
| | uatd
1202

Bo:B,] = [P, iR, ] =1

L T

[ poed)

[8,18,] = 2
zeigt, daB die Matrix ZT in

2! =[Bi1T]

1
1
[

[Rawli
ot 2

0

umgeformt werden kann, d.h. die ersten n Spalten von ZT

bilden die rechte Seite beziiglich B, und die letzten r
Spalten beziiglich §X (Bild 5.10). Nach der Bestimmung der

rechten Seiten P und iT eribrigt sich die Vertauschungs-

0
matrix Z flir die Berechnung von B, und B,.
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Im folgenden wird gezeigt, wie man beim Riickwdrtseinsetzen
in E flir die Berechnung der j-ten Spalte von §x geschickt
vorgeht.

Die 1i-te Spalte von N sei wdhrend der Dreieckszerlegung als
J-te linear abhdngige Spalte erkannt worden. Da §X nach
(5.3.13) von L unabhingig ist, gilt:

3 - 37

R Byj = Iy (5.3.15)
Wobei ij die j-te Spalte von B, und i} die j-te Spalte von
IT ist (1} ist mit der i-ten Spalte der mxm-Einheitsmatrix

identisch). Die Matrix § und die Vektoren gxi und §§ werden
wie in Bild 5.11(a) unterteilt.

! m-t
r'\ ; o - ansy o L =i - g L pxq.,‘
1 | 0
= i =1 1 ~1\7 - IS T 4
\\\\\ B - Ro Byl | 2| [T R)ET] |x
{ X L
- ! -
1 i 0
\, | - - Rk
\ i Lo +By " Ix
L Rklw__” I L I AR
52 0
T TR = o] 91 Q olls
£ \1Q ) £
& =T ~T
R B. I I
Xj j j
(a) (b)

Bild 5.11: Berechnung der j=-ten Spalte von @X
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Die reguldre Matrix gj ist fir die Berechnung von §xj maf-
gebend, denn es gilt:

5l sl,o0 _ 31,7 (5.3.16)
ngxj + Bong = (lj)

52,0

8o§xj = 0. (5.3.17)
Da ég regular ist und Dreiecksform hat, liefert die

Beziehung (5.3.17) nur die triviale LOsung

0 - c
Byy = 0 (5.3.18)

Diese LOosung liefert mit (5.3.16):

~ 1 _
RiBys = (I3) (5.3.19)
oder durch Riickwdrtseinsetzen in Ej
I _ 5=1,71,T
-xj = 83 (lj) .

Der vollstindige Vektor §xj erhdlt die in Bild 5.11(b) dar-
gestellte Form. Daraus erkennt man, daB die ersten i
Elemente wungleich Null und die restlichen m-i Elemente von
ng gleich Null sind. Daher werden die ersten i Elemente von

B durch Rickwirtseinsetzen in R, fir (i;)T berechnet und

=XJ =J
die restlichen m-i Elemente werden gleich Null gesetzt.

Mechanische Interpretation der Pivotregel:

Die angewendete Pivotregel entspricht der Wahl der statisch
Unbestimmten der klassischen Stabstatik. Die Spalten der
Gleichgewichtsmatrix sind den linear unabhdngigen Element-
kraften f zugeordnet. Die Elementkrdfte, die den durch
Pivotsuche als linear abhdngig erkannten Spalten zugeordnet
'sind, werden als statisch Unbestimmte gewdhlt. Es werden r
Zusatzgleichungen derart gebildet, daB
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B2

T
L]

<

gilt., Ist zum Beispiel die i-te Spalte als erste linear ab-
hangige Spalte von N erkannt worden, so wird der dieser
Spalte zugeordnete Unbekannte als der erste statisch Unbe-
stimmte gewdhlt und

Fi= X

~

gesetzt. Die erste Spalte von §x ergibt sich mit Fi = X1 = 1

und die erste Spalte von B, mit F, = X, = o. Fir die
statisch Unbestimmten erhdlt man insgesamt r Zusatzglei-

chungen beziiglich B/

F=o (5.3.20)

fo—i 2

und beziiglich B,

F=1. | (5.3.21)

[ Lo X

Die erweiterten Gleichungen (5.3.9) wund (5.3.12) werden
implizit aufgrund der Zusatzgleichungen (5.3.20) und
(5.3.21) gebildet.
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Dreieckszerlegung der bandfdrmigen Gleichgewichtsmatrixz:

Bei der Anwendung der GAUSS'schen Zerlegung auf die band-
formige Gleichgewichtsmatrix sind in jedem Schritt genau
m, + 1 Gleichungen an der Elimination beteiligt. Unter den
my o+ 1 Koeffizienten der zu eliminierenden Unbekannten wird
das Pivotelement gesucht. Wenn notig, wird die Diagonalzeile
mit der Pivotzeile vertauscht.

Um die Pivotsuche und den Zeilentausch vereinfachen zu
konnen, werden die ersten m; + 1 Zeilen von N vor der Zer-
legung wie in ﬂo umgespeichert (Bild 5.12). Die Koeffizien-
ten der als erste zu eliminierenden Unbekannten liegen auf
der Diagonalen a-a. Wenn man in jedem Schritt dafilir sorgt,
daB die Koeffizienten der als ndchste zu eliminierenden
Unbekannten auf der Diagonalen a-a liegen, kann das Pivot-
element immer auf dieser Diagonalen und unter den my + 1
Koeffizienten gesucht werden.

Zur Darstellung der Zerlegung ist N um r Zeilen implizit
erweitert., Wegen des Zeilentausches bendtigt R genausoviel
Platze wie N° [26] . Daher wird fir [ die Matrix L° reser-
viert. Die Zeilenvertauschungsmatrix Z wird als Vektor
abgespeichert, der vor der Zerlegung als Zo vorbelegt

ist (Bild 5.12).

Im folgenden wird der k-te Eliminationsschritt erldutert.
Hierbei ist NK71
schritten gednderte Matrix So. Es wird angenommen, daB

insgesamt I Spalten von N bis zum k-ten Schritt als linear

die in den vorhergehenden k-1 Eliminations-

abhdngig erkannt wurden:

a) Wahl des Pivotelements nach (5.3.7):

N§k= max}N?El[ = N?El fir i = k,...,min(k+m1,m) und j =k,

b) Ist in (5.3.8)
NE, <ellNll, , weiter mit c), sonst mit d).



c)

d)

f)

Die
von
der
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Die k-te Spalte ist linear abhdngig:

1. ErhGhung von Z um 1; Z:=71+1;

2. Ist 1 >r, so wurden zu viele linear abhdngige Spalten
erkannt., D.h, auch die Zeilen von N sind linear abhdn-
gig. Das System 1ist labil. Die Zerlegung wird abge-
brochen.

3. Ist 2=r, wird filir die Zeile n+l von N
k der mxm-Einheitsmatrix implizit gesetzt (die l-te

k-1 4ie Zeile

Zeile von i wird dadurch bestimmt).

k-1 k=1 k-1

4. Die Zeilen k und n+l der Matrizen L » N
werden vertauscht.

5. Die Spaltennummer k wird in einem Vektor der Linge r,
der die Nummern der linear abhdngigen Spalten enthdlt,
abgespeichert.

6. Weiter mit f).

und Z

Zeilentausch:
Ist j = k, weiter mit e); sonst werden die k-ten und

k-l’ ﬁk-I Zk-l

j-ten Zeilen der Matrizen L und ver-

tauscht. Weiter mit e);

Elimination der k-ten Unbekannten:
1. Fir i = k+1,...,min(k+m1,m) wird

k _ k=1,.k

ko _ yk=-1 _ k yk-1 e .
Nij = Nij Likaj flir j = k+1,...,m1n(k+m12,m)
gebildet.

2. Weiter mit f);

Erhdhung von k um 1; k:= k+1
Ist k=m, weiter mit a) sonst Ende der Zerlegung.

Zerlegung wird Schritt fir Schritt flir die Matrix ﬂ5x7
Bild 5.12 im folgenden dargestellt. Die Zeilen, die an
Elimination teilnehmen, sind mit Klammern und die

Zeilen, die vertauscht werden, sind mit Pfeilpaaren gekenn-
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~ ~

ij und Rij von L und

R sind 1in Jjedem Schritt eingetragen. Die Elemente Nij
kenzeichnen die wdhrend der Elimination gednderten Werte von

zeichnet. Die berechneten Elemente L

No. Um den Ablauf der Zerlegung verstdndlich zu machen, wer-
den die tatsdchlich nur implizit gespeicherten Zeilen von i
in den Bildern mitgezeichnet.

N
~a

g3 K \NﬂlNu Nig{Ny | 0| 0 E
0\0 Nig [ Nog| Ny 010 \\sz Nas| Na st\ : ((_2.
- O\Nm Ny Nag| Ny | Nos 0j0]0 Nyl Nyp| Nag| N3, | Nyg| N3g _3_
m‘i 5 N:n\"az Nag| Nog | Nyg| Nog —* 104100, 0 NLZ\NLJ Nio| Nus| Nig | Noy &
NLZ 4“3 NLL N‘S Nl-ﬁ NL7 0 0 O 0 0 N53 NS/- N55 N55 N57 0 5
ool N Nes| N[ Nss [0 [0 [0 foofofo. “ofolojoola 6|
olofololo o}o\ ojofo]fo o}o\ ;-

¥
N L N’ z

Bild 5.12: Speichertechnik der Gleichgewichtsmatrix

1. Schritt:

Fir diesen Schritt sind die Matrizen ﬁo, go und Zo die
Ausgangsmatrizen. Es wird angenommen, daf gilt:

Ni; = max NS | = Mg .1 = 1,....min(l + my,m)
1
Npp=e [N, -

D.h.: Das Pivotelement wird in der dritten Zeile der ersten
Spalte gefunden. Die Zeilen 1 und 3 von BO und go werden
vertauscht. Durch die Elimination der ersten Unbekannten
erhdlt man die gednderten Matrizen 1in Bild 5.13. Da die
L bzw. die erste Zeile von NI

erste Spalte von L an der

Elimination nicht mehr teilnehmen, sind sie die erste

Spalte bzw. Zeile von L bzw. R. Ein Element N%k ist der

gednderte Wert von N?k.
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N - -
1\ 3
L.l o 2

e RN
Eaz 0 1
00 A
0 0 5
0|0 0 6
0ol o 0| o L7

N a
1 1 1
L N YA

Bild 5.13: Ausgangsmatrizen des 2. Eliminationsschrittes

2. Schritt:

Als Pivotelement st N22 = N42 gewdhlt. Die Zeilen 2 und 4
von Ll, Ul und Zl werden vertauscht. Nach der Elimination
der zweiten  Unbekannten erhdlt man die in Bild 5.14
dargestellten Matrizen.

1
]

[ofolm]=]n ]

~3

~
|

N

IN

Bild 5.14: Ausgangsmatrizen des 3. Eliminationsschrittes
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3. Schritt:
Hier wird vorausgesetzt, daB gilt:

N§3 = max !N§3i s N§3<€ “ﬂ“m , 1= 3,...,min(3 + my,m)

3

d.ho N33:$ 0.

Die dritte Spalte ist als linear abhdngig erkannt worden.
Die 3. Zeile der mxm= Einheitsmatrix wird als erste Zeile

~

von I angenommen und daher als 6. Zeile in Nz eingesetzt. Da

33 = Néz = 1 1ist, werden die Zeilen 3 und 6 der Mat-

rizen von Bild 5.14 vertauscht. in einem Vektor der Ldnge r

nun N

wird die Nummer der linear abhdngigen Spalte (=3) notiert.
Da alle Elemente N9, ~ o fir i >3 sind, ist der 3. Elimi-
nationsschritt beendet. Dieser Schritt bringt keine Anderun-

gen der Elemente von ﬂz (Bild 5.15).

AN N

___1_\ R11\I\R121 R13 R‘V. R15 R‘IB 3
01 R.IR.IR IR.IR.R 4
0 6
Ly 0 2
0 010 5
- e
C N o[ 0 1
bl o7
0 oololo  |7]

3 3
N Z

Bild 5.15: Ausgangsmatrizen des 4, Eliminationsschrittes
4, Schritt:

Als Pivotelement wird N,, = Ny, =€ Hﬂ“ angenommen,d.h. es
ist kein Zeilentausch erforderliich (Bild 5.16).

5. Schritt:

Auch in diesem Schritt gibt es keinen Zeilentausch:
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Bild 5.16: Ausgangsmatrizen des 5. Eliminationsschrittes
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Bild 5.17 Ausgangsmatrizen des 6. Eliminationsschrittes
6. Schritt:

Die 6. Spalte wird als linear abhdngig erkannt:

Ngs = max!N?Gl und Ng6< sllﬂ“ mit i = 6,...,min(6+m;,m).

Es wird entsprechend dem 3. Schritt fortgefahren.
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Bild 5.18: Ausgangsmatrizen des 7. Eliminationsschrittes

7. Schritt:

Das Diagonalelement N§7 wird gepriift: wenn Ng7 = elINll, dist,
ist die Dreieckszerlegung beendet. Die Matrizen LG, NG und
gﬁ ergeben sich als Ergebnissmatrizen ;, é und Z in Vektor-
form. Im Falle N?7 < E|INll_ ergibt sich die 7. Zeile als
Tinear abhdngig. Das wdre der Fall, wenn das Tragwerk

labil ist.

Um den Aufbau der einzelnen Matrizen eines tatsdachlichen
Tragwerks studieren zu kOnnen, sind die zugehdrigen Matrizen
des Scheibentragwerks 1in Bild 5.19 geplottet. jedes vier-
eckige Scheibenelement hat 5 linear abhdngige Knotenkrdf-
te[3, 20]. Das Gesamttragwerk ist mit n = 40 Freiheitsgraden
und m = 8o Unbekannten 4o-fach (r = 40) statisch unbestimmt.

Die implizit gespeicherten Zeilen der Erweiterungsmatrix

1 il on 13

sind als "1" ‘auf der Hauptdiagonalen von E zu erkennen.
ist duferst schwach besetzt (nur 7 Elemente sind ungleich
Null). Das ist bei allen Tragwerken der Fall. Die Untermat-
rizen, durch die die Gleichgewichtsmatrix direkt besetzt
wird, sind selbst schwach besetzt. AuBerdem ist die untere
Bandbreite my wesentlich kleiner als die obere Bandbreitg
m,. Daher 1ist es vorteilhaft, die untere Dreiecksmatrix L
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als schwach besetzte Matrix abzuspeichern. Es werden die
Nicht-Nullelemente der Spalten (ahne "1" auf der Diagonalen)
mit ihrem auf das Diagonalelement bezogenen Abstand gespei-
chert [20] . Fir jedes Nicht-Nullelement werden zwei Spei-
cherpldtze bendtigt.

ﬁi 2
'ﬁ;’ 21 22 23 20 2 * \ Fs
< 13 A 15 16 - F,
il
T e I 2|
2 3 10 1 12 = -
i >(1 ‘ Fx
€ L 13 1% 58 }
td °
S 5 6 7 8 i-tes Element [3, 20]
T 5 P!
[€e]
g 1 2 3 4
o
“{r";DTJ 2 3 ‘ ¢d
~+0,25m-+0,25m - 0,25m—+0,25m -k
2 —
Bild 5.19: Scheibentragwerk
N Y i ——
2- m = 80
A L3 L]
N N " N
N Tt e \
my =8 N . N
J_ . \\ v e \\
. » N AN
NERN A
v e N
N N
AN N, . \\
\\ \\ '] . :.u : \\
N AN
N Ny . . \\
h \ RN
AN . ]
AN . °
A N £ e N
\\ N el N
N "'- ' .
AN v oeel AN
n=40 - ——— e
‘ m., = 57

Bild 5.20: Die Besetzung der Gleichgewichtsmatrix
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~

Entsprechend der schwachen Besetzung von L ergeben sich
wahrend der Elimination wenig Operationen und folglich
weniger Anderungen der Elemente von N. Der Eliminationspro-
zeR ist daher schnell.

Fir den Speicherbedarf ist é maBgebend. Da die Zeilen von I
nur implizit gespeichert werden, sind nur 2x7 = 14 Speicher-
pltdtze bez?g?ich E und nxm;, = dox57 = 2280 Speicherpldtze
bezliglich R (fir das gegebene Scheibentragwerk) erforder-

lich.

Die Eigenspannungszustdnde (Qx)80x40 des Scheibentragwerks
werden nach (5.3.18) und (5.3.19) aus R bestimmt. Die trans-
ponierte Form von §x ist in Bild 5.22 geplottet. Das gewdhl~-
te statisch bestimmte Hauptsystem des Scheibentragwerks kann
nicht wie bei Linientragwerken anschaulich dargestellt wer-
den. Um eine Vorstellung zu bekommen, werden die Einflupbe-
reiche ausgewdhlter Eigenspannungszustdnde des Scheibentrag-
werks in Bild 5.23 gezeichnet. f; = 1 bedeutet, daB die k-te
Kraft des i-ten Elementes (s. Bild 5.19) wdhrend der Zerle-
gung als statisch Unbestimmte gewdhlt wurde und der gezeich-
nete Spannungszustand zu dieser statisch Unbestimmten ge-
hort. Die Element- und Knotennummern des Scheibentragwerks
sind Bild 5.19 zu entnehmen.

m = 80

Bild 5.22: Die Besetzung von @I
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Bild 5.23: EinfluBbereiche ausgewdhlter Eigenspannungszu-
stdinde des Scheibentragwerks
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Die kompakte Speichertechnik der Gleichgewichtsmatrix:

Das GAUSS'sche Eliminationsverfahren mit Spaltenpivotsuche
und Zeilentausch hat die Eigenschaft, daB die unter dem
Diagonalelement vorkommenden Nullelemente der Pivotspalte
auch nach der Elimination Null bleiben und keine Anderung
der Elemente von N erbringen. Man erkennt, daB die Zeilen
von N an der Elimination nur dann teilnehmen, wenn das erste
Nicht-Nullelement der Zeile 1in der Pivotspalte vorkommt.
Ist z.B., das erste Nicht-Nullelement der i-ten Zeile in der
j-ten Spalte, so bleibt diese Zeile bis zum j-ten Elimina-
tionsschritt wunverdndert. Daraus folgt unmittelbar, dal die
maximale Zeilenldnge Zmax (=max{ma1er Abstand zwischen dem
ersten und letzten Nicht-Nullelement) der Matrix N nach der
Zerlegung unverdndert bleibt. Dies fihrt dazu, daB die maxi-
male Zeilenldnge von é gleich der maximalen Zeilen ldnge von
N ist. Da E fir den Speicherbedarf der Zerlegung maBgebend
ist, geniigt es als Bandbreite von E die maximale Zeilenldnge

~

von N zu nehmen. 1~ ~ von N bzw. von R ist wesentjich
kleiner als die im Abschnitt 5.2 definierte Bandbreite mise

Daher bendtigt é entsprechend weniger Speicherplatz,

Die Gleichgewichtsmatrix N muB in einer speziellen Form ge-
speichert werden., Dies wird fir die Matrix N, ,, in Bild 5.7
im folgenden erldutert.

Spaite t’c lmax =6

1 1 k | k k

2 3 l t

3 1 m|m m

A 6 n nini|n
2 —
& s 4 p PP

6 8 r r

7 1 s | s

L - . .
my, =10 W 1 NO

Bild 5.24: Kompakte Speichertechnik der Gleichgewichtsmatrix
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Die Nullelemente in N, die auf die Elimination keinen Ein-
fluB haben, sind Schraffiert (Bild 5.24). Die maximale
Zeilenldnge ergibt sich in der 4, Zeile zu Zmax = 6, Es wird
ein Vektor W der Ldnge n gebildet, der die Spaltennummer der
ersten Nicht-Nullelemente je Zeile enthdlt. Die Zeilen von N
werden beginnend mit dem ersten Nicht-Nullelement und mit
der konstanten Zeilenldnge Loge 1N g° umgespeichert,. Der
Inhalt von W wird wédhrend der Elimination gedndert, wenn

eine Zeile an der Elimination teilnimmt.

Die Dreieckszerlegqung der kompakt gespeicherten Gleichge-.
wichtsmatrix g° wird genau wie bei der bandformig gespei-
cherten Matrix N durchgefiihrt. Die einzigen Unterschiede
sind, daB die an der Elimination teilnehmenden Zeilen durch
W bestimmt werden und daBR die Zeilen nur az lang sind.
Z.B.: Unter den 'k,...,k+m1 Zeilen sind nur die Zeilen an
dem k-ten Eliminationsschritt beteiligt, fir die entspre-
chend W(k) = W(k+l) = ... = W(k+my) = k gilt. Die Zeilen,
die diese Bedingung nicht erflillen, bleiben unverdndert.
Wird diese Beziehung flir keine Zeile erfiillt, so bedeutet
es, daB die k-te Spalte von N linear abhdngig ist.

Durch die kompakte Speichertechnik wird nicht nur der
Speicherbedarf der Zerlegung reduziert, sondern die Zerle-
gung wird auch beschleunigt, da Nulloperationen im schraf-
fierten Bereich ausgeschlossen sind. |

Die maximale Zeilenldnge von N 1dBt sich aus der maximalen
Differenz der Nummern der Elemente (s. Kap.:5.2), die einen
Knoten des Tragwerks gemeinsam haben, berechnen:

e

Lmaz = (dmax

+ Dw.

Wobei w die Anzahl der 1linear unabhdngigen Krdfte eines
Elementes und d€ die maximale Differenz der Elementnummern

ma x
an den Knoten des Tragwerks ist. Flir das Scheibentragwerk
von Bild 5.19 ergibt sich mit d5 = 5 und w= 5

max
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/A = (5 +1) x 5 = 3o0.

max

Der Speicherbedarf der Gleichgewichtsmatrix ﬁo betrdgt daher
40 x 30 = 1200 Pldtze, was 47% weniger als bei der bandfor-
migen Gleichgewichtsmatrix N (40 x 57 = 2280 Plitze) in Bild
5.20 ist.

Um den Speicherbedarf beider Speichertechniken bei unter-
schiedlicher Redundanz vergleichen zu kodnnen, werden die
maBgebenden GroBen Mo und Zmam beider Speichertechniken
fiur Scheibentragwerk mit den Elementteilungen
2 x2, 4 x4, 8 x38, ... 1in Bild 5.25 grafisch dargestellt.
Man erkennt, daB der Speicherbedarf der bandformigen Spei-
chertechnik mit steigender Redundanz iiberproportional
steigt, wdhrend der Speicherbedarf der kompakten Speicher-

technik proportional steigt.

m‘\lemax
Speicherbedarf (Platze)
200 1
Tetlung I U Band kompakt
2 x 2 8 21 20 378 360 150 1
L ox 4 40 57 30 2280 1200 100 1
8 x 8 | 176 | 212 50 | 30528 7200 50

2x2 Lxi 6x8 8x8 Teilung

Bild 5.25: Speicherbedarf der bandformigen und der
kompakten Speichertechnik
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5.4 Kompakte Eigenspannungszusténde:;

Wie aus Bild 5.23 ersichtlich ist, laufen die mit (5.3.14)
berechneten Eigenspannungszustidnde liber das ganze Tragwerk.,
Die einzelnen Vektoren von B, und folglich auch die Koeffi-
zientenmatrix B, = glfgx der Kompatibilitdtsgleichungen
(4.2.31) sind voll besetzt.

Durch eine "geschickte" Wahl des statisch bestimmten Systems
oder durch Linearkombinationen der statisch Unbestimmten ist
es moglich, die Eigenspannungszustinde auf "kurze" Laufwege
innerhalb des Tragwerks zu beschrinken.In diesem Fall sollen
alle Eigenspannungszustinde mdglichst wenige Elemente des
Tragwerks beeinflussen, die Eigenspannungszustinde sollen
“kompakt" [ 22] sein. Die kompakten Eigenspannungszustidnde
liefern eine bandfdrmige Koeffizientenmatrix der Kompatibi-
litdtsgleichungen, die eine gute Kondition aufweist. Infol-
gedessen werden Speicherbedarf und Rechenaufwand geringer,
Weiterhin wird auch der EinfluB der Rundungsfehler bei der
Computerberechnung verringert.

Zur Berechnung der kompakten Eigenspannungszustinde wird im
folgenden ein Verfahren angegeben. Dieses Verfahren ist fir
alle Arten von Tragwerken anwendbar. Der Computer ibernimmt
damit die von B. FRAEIJS de VEUBEKE [15]formulierte Aufgabe.

Bestimmungsgleichungen eines kompakten
Eigenspannungszustandes:

Die kompakten Eigenspannungszustinde werden mit bezeich-
B,: ist die j-te Spalte von B, und ist Xy =

By
net. B Fi
net (Bild 5.11(a)).

Byj zugeord-

Zur Berechnung der kompakten Eigenspannungszustinde wird die
Matrix E von (5.3.15) beibehalten. Das bedeutet, daB das in
Kapitel 5.3 nach dem GAUSS'schen Eliminationsverfahren
gewdhlte statisch bestimmte Hauptsystem libernommen wird.
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Die Dreiecksmatrix g enthdlt einschlieBlich der i-ten Zeile
insgesamt j eingefiigte Zeilen. Diese eingefiigten Zeilen
enthalten ausschlieBlich eine "1" auf der Hauptdiagonalen

~

von R (Bild 5.11(a)). Werden diese j eingefiigten Zeilen der
Matrix R und die korrespondierenden Zeilen der rechten Seite

~

l} gestrichen, so kann die Gleichung (5.3.15) in der Form

108

B = o (5.4.1)
geschrieben werden. Ej ist mit R bis auf die j in R einge-
fligten Zeilen identisch. ij ist jedoch ein anderer Vektor
als ng. Die Gleichung (5.3.15) entspricht Bild 5.11(a) und

Gleichung (5.4.1) entspricht Bild 5.26.

8 |1 -
xj
-=-13 =0
.0
..B..xj ,.;
- ad
R, B,
Bild 5.26: Zur Bestimmung der kcmpakten
Eigenspannungszustande
(5.4.1) kann nach Bild 5.26 durch
=1 lz0  _
RiBys * RoBR; = 0 (5.4.2)
und
RBY. = o (5.4.3)
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ersetzt werden. Die Dreiecksmatrix gg = Eg ist regquldr., Aus
(5.4.3) folgt die triviale Ldsung
B, = o3 (5.4.4)

-xj

(5.4.2) liefert mit (5.4.4) die Beziehung

RByy = o (5.4.5)

selbe Dimension ((m-i)x1l). Diese beiden. Vektoren sind daher
identisch.

. o _ o _ 2 _ p2
Die Vektoren Exj =0 und B, . =0 haben wegen R0 = R, die

Man bezeichnet mit ixj die Ldnge (= Abstand zwischen dem
ersten und letzten Nicht-Nullelement) von Bij in Bild 5.26
und mit ij die Ldnge von §ij in Bild 5.11(a). Da die beiden
Vektoren Egj und ggj Nullvektoren sind, haben sie
keinen EinfluB auf ij und 7, ;. Daher sind zxj und L3
gleichzeitig auch die tatsdchlichen Langen von Exj und ng.
Um ng als einen kompakten Eigenspannungszustand bezeichnen

zu kdnnen, muB ij so bestimmt werden, daR

ij = ij. (5.4.6)
gilt. Die Gleichungen (5.4.4) wund (5.4.5) sollen als die
Bestimmungsgleichungen des kompakten Eigenspannungszustandes
ng bezeichnet werden. Offensichtlich kann man aus E fir
alle r Eigenspannungszustdnde genau r (5.4.4) und (5.4.5)
entsprechende Gleichungen angeben,

Berechnung des kompakten Eigenspannungszustandes ng:
Umn den vollstdndigen Vektor ij zu bestimmen, muB zuerst
Eij aus (5.4.5) berechnet werden. Die Zeilen der Koeffizien-
tenmatrix gj sind voneinander linear unabhdngig, weil die
selben Zeilen in § enthalten sind. Die Dimension von Bj
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betrdgt (i-j)xi und der Rangabfall ergibt sich zu j.
Damit dist (5.4.5) eine zum urspriinglichen Problem (4.2.27)
dquivalente Aufgabe, deren Ldsung in Kapitel 5.3 diskutiert
wurde. ‘

Die auf (4.2.27) 1in Kapitel 5.3 verwendete LOsungstechnik
kann auch auf (5.4.5) angewendet werden., Wirde man das tun,
kime man auf die LGsung (5.3.19), denn die Koeffizienten=-
matrix Bj widre Jja durch Anwendung des GAUSS'schen Elimina-

tionsverfahrens in R. umgewandelt.

J

Um eine LOsung Exj zu finden, die der Beziehung (5.4.6)

geniigt, wird (5.4.5) in

=1
l18j§222§xj =8 (5.4.7)

mit

transformiert, wobei (ll)(i-j)x(i-j) und (Io)4yj

—
-

gegeben sind. Man beachte, daB 1222 = I.

Wird (5.4.7) in kompakter Form

. =1 _

lezng =0 (5.4.8)
mit

R¥ = I.R.I (5.4.9)

geschrieben, so ist die Transformation (5.4.7) mit
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f-j-k+1
(5.4.10)

*
i
-
[
ct
—~——y
[ ~
i i
- -
- -
? *
L] L]
@ w
w—d P
—de
]
[
P
[sumdame
ct %2}
1 u

i-71+1

identisch, wobei r:Z und r., die Elemente wvon BS»und Bj
sind. Damit (5.4.7) verstdndlich wird, wird die Transforma-
tion an Hand -einer 3x4-Matrix (i-j=3,i=4) in Bild 5.27(a)
erldutert. Man erkennt, daB Bj durch Zeilen- und Spalten-
vertauschungen 1in 33 transformiert wird. Die transformierte
Form von Bj von Bild 5.26 ist ebenfalls in Bild 5.27(b)
gegeben.

s ay
1
1 T T2 Ty Tyg 1 Ty, T33 T3 Ty
1 f21 T2z Ta3 T2y 1 = T Ta3 Too T
! 33 T T3 Taf LT _ Mo T3 Ta2 Ty
I R. I R*
=1 -] =2 -]
{a)
i i
! e R T
- c— R*
=
(b)

Bild 5.27: Matrixtransformation nach (5.4.7)
bzw. nach (5.4.10)

Da die Transformation (5.4.7) keinen EinfluB auf den Rang
hat, besitzt Bg wie Bj den Rangabfall j; Jj Spalten von 3}
sind linear abhdngig. Wird nun das GAUSS'sche
Eliminationsverfahren auf (5.4.8) angewendet, so werden j
Spalten von Bg'als linear abhdngig erkannt. Diese linear
abhingigen Spalten sind, bedingt durch die Transformation
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(5.4.7), nicht wunbedingt mit den linear abhdngigen Spalten
von gj identisch. Denn bei der Zerlegung von B} ergeben sich
andere Pivotelemente als bei der Zerlegung von N, aus der R.

J
abgeleitet wurde.

Die GAUSS'sche Dreieckszerlegung, wie in Kapitel 5.3
beschrieben, liefert fir B}

%
I RY = L= R*, (5.4.11)

wobei Z die Vertauschungsmatrix mit der Dimension ixi und
Q} und E§~die. nicht singuldre untere und obere Dreiecks-
matrix von R* sind. I* gibt die Erweiterungsmatrix an, die
aufgrund der 1linear abhingigen Spalten von Bg-wﬁhrend der
Zerlegung bestimmt wird (s. Kapitel 5.3, GAUSS'sche Elimina-
tionsverfahren)., Die symbolische Darstellung der Zerlegung
von Bg von Bild 5.27(b) ist in Bild 5.28 gezeigt. Hierbei
wird angenommen, dafB die~2ei1en von B} wdhrend der Zerlegung
nur mit den Zeilen von I*und nicht untereinander vertauscht
sind. Die als linear abhdngig festgestellten Spalten sind an

einer "1" auf der Diagonalen von R¥ zu erkennen.

J
Sk
R}
r-? -1 t < PR "1
1 X\ X\X X X X X XX X X\______\
XX\ X\XXXXXX XXXXX\ (R*
1 00 1\ 1\0 00 00O X X X X X X
1 000 1\ 1\0 0 00 X XX X XX X_X}J
1 X X 00 X XX XX ) 1
1 00000 1\ 1\0 0 1 *f*
1 X X 00 X0 < X\X 1 -
R N 0 0000001, LN I 1)
Z L R*
1% J T ix

Bild 5.28: Zur Zerlegung von R
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Weil B} in (5.4.8) j linear abhdngige Spalten besitzt, gibt
es mindenstens j Ldsungen, die (5.4.8) erfiillen. Werden
diese Losungen mit g;j bezeichnet, so erhdlt (5.4.8) die
Form

R¥IB*. = o. | (5.4.12)

Damit (5.4.11) in (5.4.12) eingesetzt werden kann, wird
(5.4.12) entsprechend i* erweitert,

R* 0

R P N R | (5.4.13)
.I“' '2-Xj I. -j s c
wobei sich die Dimension von P* mit 0(1_ und I jxj 2

ixJ ergibt. Die GUltigkeit von (5.4. 13) kann iber die
Definition von I* gepriift werden. Die Gleichung (5.4.13)
wird auf gleichem Weg wie die Gleichung (5.3.12) abgeleitet.
Mit (5.4.11) folgt

% 3% B® _ p*
ZLijlzng Ej
oder

L (7%=l Tpx
R2I,BY. = (L)) 7iz'ed,

Wie bei der Ableitung von (5.3.13) angegeben wurde, gilt
auch hier

L]

ylzTer - (@)7Lan T = (IHT mit (%) 74 I

@)z = (@) 7HE

Damit erhdlt man

~

®x: m¥ _ ,3x.\T,

RilpBey = (1T) s (5.4.14)
oder unter Beachtung von ;51 =1,

BF =1, 3%, T E
By = 1p(Ry) ~(17) . (5.4.15)
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Zur Veranschaulichung von (5.4.15) 1{ist die symbolische

Berechnung  von E:j mit den Matrizen von Bild 5,28
in Bild 5.29 gegeben.

Spalte
_ _ 8152 SJ
1 ‘Y\i XX x xxx1 T 7
1 & i\i XX X XX
1 1\00 000 1
= 1 ———10000 1
Exj 1 s, X X X X
1 \1\0 0 1
1 | X X
\
—1- el 1\ _— 1.‘
~ -1 T
(1,) (R7) (1)
ixi Jixi T ixj
B 11 X x x X B 1] " 1)
1 X X X X X
1 10 00 10 0f ri-s,
= 1 1 00 X X - 1
BX - - -
=) 1 X X 10 of %0 )
1 10 1000 1)
1 X 51{X X X X X[ te
J e~ -A 1— bxx X X—n bXJJ 1
o=l T -
X * %

b
—

Bild 5.29: Zur symbolischen Berechnung von E:j

Jeder Vektor der LOsung B:j erfiillt die Gleichung (5.4.8),

weil diese Beziehung mit (5.4.12) dquivalent ist. Die
1

gesuchte Ldsung Eij ist daher in B;j enthalten. By, wird als
kirzeste LUsung = Vektor mit der kleinsten Ldinge) aus B;j

gewahlt. Die Bedingung (5.4.6) wird dadurch offensichtlich
erflillt.
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Wie leicht aus dem Aufbau von (ég)fl und (:I‘_*)T zZu ersehen

ist, ist die erste LGsung in 2;5 immer kiirzer als alle

anderen. Sollen S1» 52,...,sj die Spaltennummern der ersten,
zweiten,..., j-ten linear abhdngigen Spalten von g; bezeich-

nen, so gilt

ij = 51< 52 < ce. < Sj =1 = ZX.J" (5.4.16)

Da S1s Sos  eees sj die Ldngen, d.h. den besetzten Bereich
der einzelnen LOsungen in E;& angeben, ergibt sich die erste
Losung mit der Lange Sy als kiirzeste Ldsung von (5.4.12)

bzw. (5.4.8). Bezeichnet man mit I die erste Zeile von
51

i*(i:‘ = die s,-te Zeile der ixi-Einheitsmatrix), erhdlt man
1 .

p¥r wl e 4T sl =1, %% (T

RY iI,B - (;;1) oder B . =1 (R*) (;;1) . (5.4.17)

Der vollstdndige Eigenspannungszustand §xj ergibt sich nach
Bild 5.26 mit (5.4.4) und (5.4.17) zu 7

- s =1,7x T
§ Xj I,(Ry) (ssl)
el B . (5.4.18)
Bx; 0
rx. = - F L 1
0 e
X _ . S
B oL
0 = Hals
ij - < J———. -B-XJ = = « | ‘I’:
1)) =
- -0 RN
[V B é By Q r E'
{a) (b)

Bild 5.30: Der j-te nicht kompakte und kompakte Eigenspan-
nungszustand
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Fir die Matrizen von Bild 5.29 ist ij und die korrespondie-
Eende LOsung ng aus Bild 5.11 1in Bild 5.30 gegeben.
ij = s, und ij= 1 erflillen nach (5.4.16) die Bedingung
(5.4.6), d.h. B,; ist der j-te kompakte Eigenspannungs-

XJ
zustand.

Die " geschickte" Berechnung von Exj
und weitere Bemerkungen:

Nach (5.4.17) beeinfluBt die Inversion der ixi-Matrix E; die
Berechnung, obwohl die ersten i - s; Elemente von Bij
null sind. Nur die quadratische nichtsinguldre slxsl-Unter-
matrix (Bild 5.29) hat einen EinfluB auf die LGsung. Da die
syxsp-Untermatrix in (é})'l die Inverse der s;xs;-Untermat-
rix in g; (Bild 5.28) ist, wird die Berechnung von B,
zweckmdBig wie folgt ausgefiihrt:

immer

1. R; (Bild 5.26) wird aus R gebildet.

2. Die Transformation (5.4.7) wird nach (5.4.10) ausge-
fiihrt und g? wird aufgestellt,

3. Die Dreieckszerlegung nach GAUSS wird auf B} nur bis
zur ersten 1linear abhdngigen Spaite ausgefiihrt. Die
Nummer dieser Spalte sei Sy

4, Die ersten S Elemente der sl-ten Spalte der ixi-Ein-
heitsmatrix bilden die rechte Seite.

5. Diese rechte Seite wird in die durch die Zerlegung ent-
standene slxsl-obere Dreiecksmatrix riickwdrtseinge-
setzt. Die Transformation (5.4.10) wird wihrend des
Ruckwdrtseinsetzens riickgdngig gemacht, indem jedes

berechnete Element von ng

lichen Platz in Exj abgelegt wird.

direkt auf den urspriing-

Der 2. Schritt bei der Berechnung von Exj ist optional. Man
kann die Zerlegung ohne Transformation (5.4.10) direkt auf
Bj anwenden. In diesem Fall muB aber die Zerlegung riickwidrts
erfolgen. Die Zerlegung fingt mit dem letzten Element
r(i-j)i (rst = Elemente von gj; (i=j)xi = Dimension von Bj)
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an., Die Transformation (5.4.1l0) ist aber vorteilhafter, weil
der zur Bestimmung von R (s. Kapitel 5.3) verwandte Algo-
rithmus auch hier anwendbar ist.

Die linear abhdngigen Spalten von N, die als "1" auf der
Diagonalen von é zu erkennen sind, kommen im allgemeinen
gruppenweise vor. D.h., DaB mehrere Unbekannte eines
Elementes als statisch Unbestimmte gewdahlt werden., Werden
z.B. alle drei Krdfte eines Balkenelementes in einem
Tragwerk als statisch Unbestimmte gewdahlt, so bilden diese
eine Gruppe von statisch Unbestimmten. Um die zugehoOrigen
kompakten Eigenspannungszustande zu berechnen, muf nicht
unbedingt fir Jjede statisch Unbestimmte eine Bj-Matrix
gebildet werden. Man ordnet der Gruppe von statisch Unbe-
stimmten nur eine Bj~Matrix zu und rechnet alle zugehdrigen

kompakten Eigenspannungszustdnde.

In dem man das Verfahren auf die Matrix E; (= die Koeffizi-
entgnmatrix von Eij nach (5.4.17)) anwendet, ist es nicht
Tﬁg]ich Exj noch kompakter zu berechnen, da slxsl—Matrix von
B; nur eine linear abhdngige Spalte (=s;-te Spalte) enthidlt.
Es existiert daher keine nicht-singuldre Matrix mit kleine-

rer Kanntenldnge als Sq{-

Die zur ersten statisch Unbestimmten gehorende
3j = Bl—Matrix besitzt nur eine linear abhdngige Spalte
(3 = 1). B,y wird daher als Exl ibernommen. Diese Aussage
kann wie folgt verallgemeinert werden: Hat die Matrix Bj nur
eine einzige linear abhangige Spalte (Rangabfall = 1), so
ist der zugehOrige kompakte Eigenspannungszustand Exj mit
dem nicht kompakten Eigenspannungszustand B . identisch

XJ
(vgl. Bild 5.23 mit 5.34). Dadurch reduziert sich die Anzahl

der zu berechnenden kompakten Eigenspannungszustdnde.
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Bandbreite der Matrizx L_-Dx:

Die Matrix gx der kompakten Eigenspannungszustdnde beéitzt
Bandform. Die halbe Bandbreite der Flexibilitdtsmatrix f ist
L¢ und die Bandbreite von El
zwischen dem ersten und letzten Nicht-Nullelement der Spal-
ten von EI (Bild 5.31)). Die halbe Bandbreite I, der zu den
kompakten Eigenspannungszustanden gehdorenden Koeffizienten-

matrix Qx = BifEx der Kompatibilitatsgleichungen ergibt sich

ist ZX ( = maximaler Abstand

zu

a) Ly = Ty s Wenn r=t, =lg

b) Zd = Zf , wenn r = Zf = ZX

c) Zd = r » wenn I =1r oder r < Zf.

Der Fall c) tritt bei kleinerer Redundanz auf.Dann ist Qx
voll besetzt. Die kompakten Eigenspannungszustdande zu be-
rechnen lohnt sich nur, wenn r groB ist. Fir den Fall a) ist
die Schematische Bestimmung der Bandbreite von D in Bild
5.31 gegeben.

=)
[[se]}
x

11

lee]]
—
i

Bild 5.31: Bandbreite von D fir den Fall a)
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Betspiel aur Berechnung der nicht kompakten

und der kompakten Eigenspannungsaustinde:

¢
s ES

kompakten

werden nicht kompakten Eigenspannungszustdande Ex und die

Eigenspannungszustinde Ex des in Bild 5.32 darge-

stelleten Facwerkkragarms bestimmt.

Bild 5.32:

1) Gleichgewichtsbedingungen:

Fachwerkkragarm

Anzahl der Freiheitsgrade: 12
davon 4 unterdriickt

Anzahl der Unbekannten: 1lo

Redundanz: Mit n=12-4 , m=1lo
r=m-=-=n-= 2
73 1

Konstante: a = —— B = —

P (s.: (4.2.17))

123 45678810

[ 1 -t - " B
2+ - F, P
3 -1 - - 154
481 a F3
N1s 1T -o-1 F. Er
6 & L F5 =
7 T a -a-1 R
L8 s RIS e B LV |
9 a 1 E&l -A
10 -Q Fg -8
N ~
=AlMN T o LEO‘ -C EA
- 12 has a ™ :Dc-
~
N* FE P
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2) Wahl der statisch Unbestimmten, Dreieckszerlegung:
ZLR = § (s.: (5.3.6))

~

R
123 456 7891 1234 567 8910
P —— N \_\ "
1 1 N 1\- a
2 1 1\ -1\ -
3 1 1\ - -1
A 1 -1 1\ Moo
5. 1
6 1
71 1
8 1
g 1
0] 1
Z

123 45 67891

1[0 a1 I
2+ -a 6
3 -1 - Fm:xz .
L o
- ~~ 5 1 a -o-1 r N
N=ZLR-=
- === 6 a 1T a
7 1 a -a-1
G2 S« A I« A I
9 1 -
10 | 1] }1

~

Die in L und é eingefiigten Zeilen sind schraffiert., Aus der
Besetzung von i erkennt man, daB ?6 = X; und ?10 = X, als
statisch Unbestimmte gewdhlt wurden.
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3) Eigenspannungszustdnde B, nach (5.3.13):

12345678 910 1 2
- - - =
: 1 -1 1
1 1] 2
-6 B 3
1 -1 &
. _ '8 B} 5
B = I ™ =711 o] s
_B 7
1] 8
_B 9
i L 1 L 1J 10
R I’

EinfluBbereiche der Eigenspannungszustdnde §X (GroBere

Strichstdrke)

EinfluBbereich von B, EinfluBbereich Yon By
4) Kompakte Eigenspannungszustdnde Ex nach (5.4.18):

Der erste Eigenspannungszustand wird libernommen: B B

=x1 ° =x1°
Bj = R,-Matrix nach (5.4.5) wund ihre Transformation nach
(5.4.10):
1234 5678 910
1 -1 N\ :
2 -0~
3 ] - o4
4 " a1 a
5 51.1 82I2=B.2= a\1\
6 -1>a,
7 -Q N
8 - -1
»
B".’Z




Dreieckszerlegung nach (5.4.11) zLLR2=

1

g

1

0 O~ O U ~WwWw N -

—
o

Die
Spalte.

Berechnung von B

%2

234 567 83910

1

'_.a

YA

104

.
2827 B+
R3

123 4 567 8910

erste linear abhingige Spalte von

[[ss]]
"

L,

L, nach (5.4.17) :
123 4L 567 891
1.

AN
-q-1

o o 1
2
3
4
6
7
8
9
1100
T
(I1)
3
1 ad -
- ; 8
1
-B
1
-8
14

1oL,

O wWw e o0 o W

—
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Da die Dimension von Eiz loxl 1ist, existiert Bgz nach

. B . gl ST =
(5.4.18) nicht. Daher B,, = B ,. Es gilt: Br = By1+Byn-
EinfluBbereiche der kompakten Eigenspannungszustinde
(GroBere Strichstdrke):

§ 004

EinfluBbereich von Byt EinfluBbereich von B.o

Die kompakten Eigenspannungszustdnde
des Scheibentragwerks von Bild 5.19:

Die Besetzung von QI und der EinfluBbereiche ausgewdhlter
Eigenspannungszustdnde des Scheibentragwerks wurden in Bild
5.22 und 5.23 dargestellt., Um das Verfahren zur Berechnung
der kompakten Eigenspannungszustidnde besser zu veranschauli-
chen, sind die zugehOrigen kompakten Eigenspannungszustinde
Bx in Bild 5.33 dargestellt., Die ausgewdhlten kompakten
Eigenspannungszustdande von Bild 5.34 §ind mit denen in

Bild 5.23 zu vergleichen.

.
-------

--------

------

I‘:LO

Bild 5.33: Die Besetzung von EI
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f —Y 3 =
:F:’;f’f;}r l
i '_-r“” 2 —T-:— e
; =t , ;’ |
1 . 3 — ,Ja
a | a |
3 y: =%
| il |
A
4 m——y. J y-Y
L l
4
YV |
i — 3 3 3
3 2 3 2
r:"jt l
1% i T
a 4 3 { Js,,
; | a |
z | a |
] 3 4 3
; | a |
r 5221
i E—— y-! 3 g
; | a |
] 2 1 ,L

Bild 5.34: EinfluBbereiche der ausgewdhlten kompakten
Eigenspannungszustande (vgl. Bild 5.23)
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Weiterhin werden die zugehorigen Koeffizientenmatrizen
D, = §lf§x und B, = E:f@x des Scheibentragwerks in Bild 5.35

gegeniibergestellt.

Bild 5.35: Die Koeffizientenmatrizen Qxybzw. D, des
Scheibentragwerks

Ein numerischer Vergleich:

In [18] wurde die numerische Stabilitdt der Kompatibilitats-
gleichungen an Hand einiger Beispiele untersucht., Die in
der Arbeit [18] gegebenen Konditionszahlen der Koeffizien-
tenmatrix der Kompatibilitatsgleichungen und die entspre-
chenden Konditionszahlen, die sich bei der Berechnung der
nicht kompakten wund kompakten Eigenspannungszustdnde erge-
ben, werden fir die aus [18] entnommenen Beispiele von
Bild 5.36 gegeniibergestellt. Da RANTEC1 [ 18] (GAUSS-JORDAN
Eliminationsverfahren/Zeilenpivotsuche mit Spaltentausch dem
Verfahren der vorliegenden Arbeit entspricht, werden hier
nur die zugehdrigen Konditionszahlen gegeniibergestellt. Die
Konditionszahlen der anderen Varianten (RANTECZ2,3) kdnnen
[18, 23] entnommen werden,

Im folgenden sind die Bezeichnungen aus [ 18] zugrunde
gelegt. AuBerdem bedeutet:
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GAUSS1 : Berechnung mit nicht kompakten Eigenspannungszu-

stdnden und
GAUSS2 : Berechnung mit kompakten Eigenspannungszustdnden.

Tabelle I gibt die Querschnittswerte der Elemente wieder,
Tabelle II Tiefert die Konditionszahlen e* (e* nimmt bei
einer 1ideal konditionierten Matrix - Diagonalmatrix - den
wert 1 an [18]).

Aus der Gegeniiberstellung in Tabelle II ist ersichtlich, daB
das Verfahren der kompakten Eigenspannungszustdnde (GAUSS2)
bei der Berechnung ohne ~Gewichtung gegeniiber RANTECI und
GAUSS1 bessere Konditionszahlen 1igfert.

+10inf-

1T 2 3 4L 5 6 7 & 9 10 M 12 13 1 15
auung 5732
|,
]

i 150 in.

Beispiel 1

yonk

2 3 4 6 7 8 10 1M 1214 15 16 18 189 20
oo S ana 4 P . g o L aamenn
IR SRE AC R R

k

-410in#

f 150in.

Beispiel 2,3,4

Bild 5.36: Beispiele aus [18]
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Beispiel| Element A [in?] I [in?]
1 1 - 15 l.0 lo.oo
2 1 lo.o l.00
5,17 lo.o 0.25
9,21 lo.o 0.50
13 lo.o 5.00
alle anderen l.0 5.00
3 1 lo.o o.lo
5,17 lo.o 0.25
9,21 lo.o 0.50
13 lo.o 0.lo
alle anderen l.0 5.00
4 1 lo.0 50.00
5,17 lo.0 0.25
9,21 lo.o 0.50
13 lo.o0 5.00
alle anderen l.o0 5.00

Tabelle I:

Querschnittswerte




llo

mit Qewichtung

Beispiel/ ohne : -
: 2
Verfahren | Gewichtung [(kii) ] [KL] {kii}
1/ RANTECL | 0.199x10™% | 0.199x10"3 | 0.9443 | 0.199x10~3
GAUSST | 0.148x10”} |- B} )
GAUSS2 | 0.8164 - - )
-9 -12 .12
2/ RANTEC1 | 0.292x10 0.265x10 0.2523 | 0.265x10
GAUSS1 | 0.330x107 %0 | - . -
GAUSS2 | 0.468x10™° | - - .
3/ RANTEC1 | 0.171x10"8 | 0.650x107 1% 0.1381 | 0.650x10 1"
GAUSS1 | 0.311x10” 33| - - )
GAUSS2 | 0.358x107% | - - )
-9 -11 .13
4/ RANTEC1 | o0.358x1o 0.167x10 0.2357 | o0.153xlo
GAUSS1 | 0.152x107°8 | - i .
GAUSS2 | 0.535x10™3 | - - .
L

Tabelle II: Konditionszahlen &*
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5.5 Mechanische Intekpretation des verfahrens

Der nicht kompakte Eigenspannungszustand ng korrespondiert
zu der statisch Unbestimmten Xj = Fi‘ Flir die Berechnung von
ng nach (5.3.15) wurde Xj = 1 und'Xk =0 (k = 1,2,...,r ;
k # j) gesetzt.

Die statisch Unbestimmten sind durch die Eingefiigten Zeilen
in é (Bild 5.11) von allen anderen Unbekannten (Komponenten
von ng) entkoppelt, so daB die zu Xk korrespondierende Kom-
ponente von ng infolge Xj = 1 nicht beeinfluBt wird und den
Wert null beibehdlt (d.h. an der Schnittstelle werden keine
Krdfte iibertragen), per Eigenspannungszustand ng kann sich
daher iiber das ganze Tragwerk erstrecken.

Fir die Berechnung des Kompakten Eigenspannungszustandes Exj
wurden die zundchst eingefiigten j Zeilen von E gestrichen,

und die Bestimmungsgleichung von §xj
(5.4.1) gebildet. Durch das Streichen der eingefiigten Zeilen
wird die oben erwdhnte Entkopplung der statisch Unbestimmten
behoben, das heiBt, die ersten j Schnittstellen des Trag-
werks sind wieder geschlossen worden, so daB eine

Kraftiibertragung auch an diesen Stellen mdglich wird.

wurde in Form von

durch die anschlieBende Transformation (5.4.7) und die An-
wendung des GAUSS'schen Eliminationsverfahrens auf Bj wurde
eine invertierbare s;xs;-Untermatrix aus Bj festgelegt (fir
die Definition von $q1 s.5. 97).

Die Spalten dieser Untermatrix sind den linear unabhdngigen

Elementkrdften ?., FL s sees F. zugeordnet. Da diese
i i-1 j=-s,+1

Matrix invertierbar ist, ist sie Gl%ichgewichtsmatrix eines

statisch bestimmten Untersystems des Tragwerks. Die Elemente

des besetzten Teils (Ldnge ij Sl) von ng kdnnen an

diesem Untersystem berechnet werden.
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Weil an den im Untersystem befindlichen Schnittstellen nun
eine Kraftibertragung mdglich 1ist, kdnnen auch die zu den
urspriinglichen statisch Unbestimmten korrespondierenden
Komponeneten von Exj einen Wert annehmen. Befindet sich der
Teil wvon t bis j (t = j), d.h. befinden sich insgesamt sj =
J - t+ 1, der statisch Unbestimmten im Untersystem, so er-
halten die mit den statisch Unbestimmten korrespondierenden
Komponenten von §xi die Werte qtj’ q(t+1)j’ ooy qjj’ wobei
955 = 1 ist.

Damit kodnnte Exj wie fo]gt berechnet werden: An den Schnitt-
stellen des statisch bestimmten Hauptsystems werden die
Krdafte Xt = qtj’ X(t+1) = q(t+1)j’ ey Xj = 1 angebracht
und Elementkrdfte dieses Systems berechnet. Die Kraftvertei-
Tung ist mit Exj identisch.

ist der nicht kompakte Eigenspannungszustand gxt infolge
Xt = 1 und Xk =0 (k = 1,2,...,r ;3 k # t) berechnet, so ist
er qy-fach in Exj enthalten. Damit ist

B

ng = -xtqtj +

oder in Matrizenschreibweise

o e mun e a w—

[les])
[

|
xj = [Exl Byo -+« 1By 5x(t+1) e

1o
]

xj = By (5.5.2)
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Wird (5.5.1) fiir jeden kompakten Eigenspannungszustand auf-
gestellt so erhdlt man §x in Abhdngigkeit von B,

B, = B,Q. (5.5.3)

Die Transformationsmatrix Q enthdlt die Vektoren ﬂj (j =1,
2y.0.5r)., Die Struktur von 3j zeigt, daB Q eine obere Drei-
ecksmatrix in Bandform ist (Bild 5.37). Fir die Determinante
von Q gilt:

r
det Q = gﬂ}qkk = 1. (5.5.4)
""S—.i r
1 x x x
1 x x x
T 10X x x
1 x x 1
1 x|3
ri l,i

Bild 5.37: Struktur der Transformationsmatrix Q

Die Bandbreite s = max ( S ) ist gleich der Anzahl der sta-
tisch Unbestimmten, die maximal in einem der r statisch be-
stimmten Untersysteme teilnehmen.

‘Der kompakte Eigenspannungszustand Exj folgt nach (5.5.1)
aus einer Oberlagerung der nicht kompakten Eigenspannungszu-
stdnde. Die Koeffizienten a5 ; sind die Oberlagerungsfakto-
ren. Die Berechnung kompakter Eigenspannungszustinde ent-
spricht dem Verfahren der Gruppenlasten in klassischen Stab-
statik. Die Koeffizienten der Matrix Q sind Gruppenlasten,
die automatisch so bestimmt werden, daB eine implizite Ober-
lagerung von nicht kompakten kompakte Eigenspannungszustinde
liefert.
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Die mechanische Bedeutung der einzelnen Transformationen zur
Berechnung des j-ten kompakten Eigenspannungszustandes ist
in Bild 5.38 schematisch dargestellt.

Transformation mechanische Bedeutung
oo

Anwendung des GAUSS'schen|Festlegung der Schnittstellen
Eliminationsverfahrens auf N:|(statisch Unbestimmten): Kei-
ne Kraftiibertragung an den

N “**-@ = ggé Schnittstellen méglich;  Wahl
eines statisch bestimmten
Hauptsystems

Streichen der ersten j einge-|{SchlieBen der ersten J

fligten Zeilen der Matrix R Schnittstellen: Kraft Obertra-
gung an diesen j Stellen wie-

j——*-gj der moglich

R

1200
§ AN

Anwendung des GAUSS'schen|Bestimmung eines statisch be-
Eliminationsverfahrens auf R.;|stimmten Untersystems des
und Bestimmung einer 1nverl Tragwerks und Formulierung der
tierbaren slxsl-Untermatr1x Gleichgewichtsbedingungen am

Untersystem

*=Z

1200
lr"z
l;oz

¥ *i
Ry By j

J

f Auflosung des Gleichungssys=-|{Bestimmung der Gruppenlasten,
tems (5.4.13); Wahl_der ers-|deutbar als Oberlagerung von
ten Losung (Linge 7_. = Sl) nicht kompakten Eigenspan-
als kirzeste LOsung: XJ nungszustanden zur Bestimmung
des kompakten Eigenspannungs-

B* —=pl —=3 . zustandes ij

Bild 5.38: Mechanische Interpretation der Transformationen

zur Berechnung von ng



115

5.6 Zusammenfassung und SchluBbemerkungen

In der vorliegenden Arbeit wurde ein Verfahren zur automati-
schen Wahl des statisch bestimmten Hauptsystems und zur Be-
rechnung der zugehdrigen kompakten Eigenspannungszustdnde
beliebiger Tragwerke vorgestellt.

Kompakte Eigenspannungszustdnde sind solche Eigenspannnungs-
zustdnde, die nur lokalen EinfluB im Tragwerk besitzen.

Fir jede statisch Unbestimmte wird der kompakte Eigenspan-
nungszustand an einem statisch bestimmten Untersystem des
Tragwerks berechnet. Die das statisch bestimmte Untersystem
bildende Elemente des Tragwerks bestimmen den EinfluBbereich
des betreffenden kompakten Eigenspannungszustandes.

Die Berechnung kompakter Eigenspannungszustdnde entspricht
dem Verfahren der Gruppenlasten der klassischen Stabstatik.
Die Gruppenlasten werden automatisch so bestimmt, daB eine
implizite Oberlagerung nicht kompakter Eigenspannungszustdn-
de kompakte Eigenspannungszustidnde mit minimalem EinfluBbe-
reich liefert.

Die Koeffizientenmatrix der Kompatibilitdtsgleichungen hat
fiir kompakte Eigenspannungszustidnde Bandform. Durch Ausnut-
zung der Bandform kann Speicherplatz und Rechenzeit gespart
werden. Die bandformige Koeffizientenmatrix hat eine bessere
Kondition als die Koeffizientenmatrix, die von den nicht
kompakten Eigenspannungszustdnden gebildet wird.

Die Koeffizientenmatrix bester Kondition wire eine Diago-
nalmatrix. Eine Diagonalmatrix kann durch das GRAM-SCHMIDT'
sche Ortogonaliesierungsverfahren stets erreicht werden.
Dafiir miissen Jjedoch Eigenspannungszustidnde berechnet und
durch Linearkombinationen neue Eigenspannungszustdande so
bestimmt werden, daB die neuen Eigenspannungszustdnde in
Bezug auf die Flexibilitdtsmatrix des Tragwerks zueinander
ortogonal sind.
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Da sich sowohl die urspriinglichen als auch die daraus er-
rechneten Eigenspannungszustédnde liber das ganze Tragwerk er-
strecken, braucht man in diesem Fall mehr Speicherplatz als
bei den Kompakten Eigenspannungszustdnden. Es wird nicht nur
flir die beiden Eigenspannungszustdnde sondern auch fiir die
Flexibilitdatsmatrix zusdtzlicher Speicherplatz bendtigt.

Zur Berechnung der kompakten Eigenspannungszustdnde wurde
hier nur von einem statisch bestimmten Hauptsystem ausgegan-
gen. Eine andere Moglichkeit kompakte Eigenspannungszustdnde
Zu erzeugen wdre, durch die Wahl eines geeigneten statisch
bestimmten Hauptsystems den EinfluBbereich moglichst klein
zu halten,



