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4. BEREICHSWEISE ANSATZE UND FINITE ELEMENTE

Fir die LOsung eines Randwertproblems nach dem Verfahren von
RITZ werden globale und entweder kinematisch vertrigliche
oder statisch zuldssige Ansatzfunktionen verwendet, die iiber
den ganzen Bereich des Tragwerks beschrieben sind.

Bei der finiten Elementmethode werden Ansatzfunktionen fiir
Teilgebiete der Struktur gewdhlt. Die Teilgebiete werden als
finite Elemente bezeichnet. Die durch Knoten verkniipften
tlemente bilden das Gesamttragwerk (Bild 4.1).

i-tes Element

k - ter Knoten

Bild 4.1: Tragwerkidealisierung

Nach dieser geometrischen Idealisierung ordnet man dann
zwischen den Knoten 1lokal begrenzte und einfache Ansdtze
je Element an. Die Wahl der Ansatzfunktionen bestimmt das
Losungsverfahren. Mit vertrdglichen Ansdtzen flr die
Verschiebungen werden die kinematischen, mit den statisch
zuldssigen Ansdtzen filir die Spannungen die statischen
Vertrdglichkeitsbedingungen exakt erfillt.

Ausgehend von diesen beiden Vertrdglichkeitsbedingungen ent-
wickeln sich zwei Grundverfahren in der Methode der finiten
Elemente: Verschiebungs- (WeggrdBenverfahren, Steifigkeits-
methode) und Kraftmethode (Flexibilitdtsmethode).
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Die Verschiebungsmethode benutzt finite Elemente, in denen
die Verschiebungen so angesetzt sind, da die kinematischen
Vertrdglichkeitsbedingungen exakt und die statischen nur an-
gendhert erfiillt werden. Bei der Kraftmethode werden durch
Ansdtze fir die Spannungsverteilung im Element die stati-
schen Vertrdglichkeitsbedingungen (Gleichgewichtsbedingun-
gen) eingehalten, wobei die kinematischen Vertrdglichkeits-
bedingungen nur angendhert erfiillt werden.

Durch Aufteilung des Tragwerks in finite Elemente und
Anwendung elementweiser Ansdtze fir die Verschiebungen bzw.
Spannungen zerfdllt also die Berechnung des Tragwerks im
wesentlichen in zwei Teile: Zundchst wird das Gesamtpoten-
tial elementweise gebildet und Steifigkeits- bzw. Flexibi-
litdtsmatrizen der Elemente bestimmt. Danach werden die ein-
zelnen Elemente zum Gesamttragwerk zusammengebaut. Das ge-
schieht durch Erfillung der Vertrdglichkeits- bzw. Gleich-
gewichtsbedingungen an den Knoten.

4.1 Verschiebungsmethode

Das tatsdachliche Tragwerk sei in s Elemente unterteilt
(Bild 4.1). Die Gesamtoberfldche und Volumeninhalt des
Tragwerks 1dBt sich mit

0= 0 (4.1.1)
s i
V= 3y (4.1.2)

angeben. Der Index i bezieht sich hier auf das i-te Element.
0' ist Teiloberfliche der Gesamtoberfliche 0. Sie beinhaltet
die durch die Unterteilung entstandenen Oberfldchenanteile
nicht.

- Das Gesamtpotential (3.5.5) besteht aus Integralen iiber O
und V. Daher gilt auch die folgende Beziehung:

T= X mi, (4.1.3)
=1
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wobei ' das Gesamtpotential des i-ten Elementes angibt. Es

ist damit ersichtlich, daB der Schwerpunkt der Methode zu-
nichst auf der Ableitung des Gesamtpotentials fiir jedes Ele-
ment liegt.

Verschiebungsansatz:

Es wird nun nach (3.9.1) ein Ansatz flr die Verschiebungen
je Element gemacht. Die Verschiebungen 91(i1) in lokalen
Koordinaten ii lassen sich in jedem Puqkt in Abhdngigkeit
von einzelnen Verschiebungsfunktionen ?1(ii) mit den zu-

ndchst noch unbekannten Freiwerten g1 angeben,
ul (%) = el (kpal. (4.1.4)

Die Ansatzfunktionen ?7 missen so gewdhlt sein, daB der Ver-
schiebungszustand sowohl im Element als auch von einem Ele-

ment zum anderen kinematisch vertrdglich ist. Die Freiwerte
g] lassen nicht unbedingt eine direkte physikalische Inter-
pretation zu. Es ist Jjedoch zweckmdBig (4.1.4), sie in
Verschiebungen der Elementknoten (verallgemeinerte Verschie-
bungen) g] anzugeben (Bild 4.2). Durch Einsetzen der lokalen

Knotenkoordinaten, d.h. Einfiihren der Randbedingungen des

Elementes in (4.1.4) erhdlt man u' in Abhingigkeit der

Freiwerte §1. Die resultierende Transformationsmatrix wird

mit @' bezeichnet.

. -
AP

o
192

Die Anzahl der Freiwerte in (4.1.4) soll gleich der Anzahl
der Knotenpunktverschiebungen (Freiheitsgrade des Elementes)
sein, ther ist diese Transformation eindeutig, d.h. die
Matrix @?_ist invertierbar. Mit Freiwerten
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liefert (4.1.4)

u (%) = @' (k) (811!

(4.1.5)

T
el
o~
=
anade
o
]
19
anal
1o
b
*

In der Matrix @' = ?‘(ii)(@‘)'l sind die Einheitsverschie-
bungszustdnde des i-ten Elementes zusammengefaft.

Kinematische Vertridglichkeit:

Die kinematische Vertrdglichkeit (2.2.1) lautet mit (4.1.5)

e' = Du'(%) =D& @

el = pt ¢l (4.1.6)
mit

' =&

Gesamtpotential des Elementes:

Bevor man das Gesamtpotent1a1 il bildet, werden die veralil-
gemeinerten Elementkrdfte § eingeflihrt, die mit u1 korres-
pondieren (Bild 4.2). Unter der Annahme, daB keine
eingeprdgten Elementkrafte g1 und g‘ vorhanden sind,
ergibt sich das Gesamtpotential ™ zu

i i

_ i
T = ni + Uta)s

LA J ehTeletav - @hTst, (4.1.7)
Hierbei ist das letzte Glied das duBere Potential der’ver-
allgemeinerten Krdafte. Die Materialsteifigkeitsmatrix g‘ ist
durch (2.3.3) definiert.
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Bild 4.2: i-tes finites Element mit den korrespondierenden
KnotengroBen

Setzt man (4.1.6) in (4.1.7) ein und beachtet man, dap 4

unabhdngig von den lokalen Koordinaten ii ist, so folgt

o o= )’ el ot - @

oder mit '

e [aYTED ey (4.1.8)
W

who= aEhTet - @hTE (4.1.9)

Das Minimum des Gesamtpotentials des Elements:

Ein Element ist im Gleichgewicht, wenn es die Minimalbedin-
gung (3.9.2) erfillt. Die Differentiation

i
am_ .

au’

liefert die lokalen Gleichgewichtsbedingungen des Elements:

kol - 3. (4.1.10)
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Die Matrix g‘ wird die Steifigkeitsmatrix des Elementes in
lokalen Koordinaten genannt. DaB E‘ symmetrisch ist, ist aus
(4.1.8) ersichtlich,

(4.1.10) beinhaltet noch die Starrkdrperverschiebungen in
Qi. Daher gilt

@hHTe = .

Ei ist also positiv semi-definit. Das Element Egj der Ele-
mentsteifigkeitsmatrix stellt die der Knotenpunktverschie-
bung u: entsprechende Knotenkraft S dar. Sie entsteht, wenn
das Element durch eine E1nhe1tsversch1ebung u} = 1 verformt
wird, wdhrend alle anderen Komponenten von Q‘ gleichzei-

tig Null sind.

Vor dem Aufstellen des Gesamtpotentials (4.1.3) des Trag-
werks sind noch einige Transformationen erforderlich. Die
globalen Knotenverschxebungen u werden durch die Transfor-
mationsmatrix T

LR A (4.1.11)

>
1}

in lokale Verschiebungen Q1 transformiert. Nun seien die
Matrizen ' wund §' fir alle Elemente in Spaltenmatrizen {

~

und S zusammengefafBt.

0=Tu (4.1.12)
S = k (4.1.13)
mit

T A LN

[ 1923
L]
——
>
—
N>
no
[ {2 0%
-
»
[ 1%224
w
—
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1= [ttr% .01t
w= fubu? ot )
k= TEMER LR RS

ol ahTah T - wh T

Mit

k' o= (1H) TR (4.1.14)
st = (178! (4.1.15)
folgt

el = %(!i)Tgigi - (!i)T§i. (4.1.16)
Durch Minimierung von A erhdlt man

Eigi = §i~ (4.1.17)

(4.1.17). gibt da§ globale Gleichgewicht des Elementes an,
wobei k' bzw. §' durch (4.1.14) bzw. (4.1.15) in globale
Koordinaten transformiert wurde., Mit der Hyperdiagonalmatrix
k und T wird (4.1.15) und (4.1.17) fir alle Elemente in

$=138 (4.1.18)

u =S - (4.1.19)

P

zusammengefalt. Hierbei ist

~
"
[

—t

=~
N

°

=
-~

.

kSJ (4.1.20)
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Alle Knotenverschiebungen (Knotenfreiheitsgrade) und alle
Knotenkrdfte (duBere Knotenkrdfte) an den t Knoten des
Gesamttragwerks werden in U und P zusammengefaBt:

U= {Up Uy eee Yy een Uy

Ez ® s 0

L)
0
—
o
[

wobei Y, und P, korrespondierende globale GriBen am k-ten
Knoten des Tragwerks sind.

Kinematische Vertrdglichkeit an den Knoten

des Gesamttragwerks:

Die kinematischen Vertrdglichkeitsbedingungen zwischen
benachbarten Elementen (an den Knoten) miissen vollstdndig
und eindeutig durch das Gleichsetzen der zugeordneten Ele-
mentverschiebungen u wund Knotenverschiebungen U des Trag-
werks erfiillt werden. Das geschieht mit Hilfe der Inzidenz-
matrix (Zuordnungsmatrix) a durch

u =aU. (4.1.21)

Die Matrix a ist eine nicht-quadratische Matrix, deren Ele-
mente entweder eins oder null sind, a gibt an, welche globa-
len Knotenverschiebungen der Elemente mit Knotenverschiebun-
gen des Tragwerks iibereinstimmen.

Das Gleichgewicht an den Knoten
des Gesamttragwerks:

Die virtuelle Arbeit der Knotenkrdfte P mit den korrespon-
dierenden virtuellen Verschiebungen 83U muB gleich der vir-
tuellen Arbeit sein, die von den Elementkriften S an den
korrespondierenden virtuellen Verschiebungen Su geleistet
wird:
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égT aus (4.1.21) eingesetzt, liefert das Gleichgewicht an
den Knoten des Tragwerks:

P =als. (4.1.22)

Zusammenbau der Elemente zum Gesamttragwerk, das

Minimum des Gesamtpotentials des Gesamttragwerks:
(4.1.3) mit (4.1.16) liefert

me Tow = T {0 - whTs ).

Das Summationszeichen kann durch

T= % {gl gz coe gs} Tgl k2 ... gsj{gl !2 oo u]

<

ersetzt werden. (4.1.21) eingesetzt, ergibt sich

Ko
erhdlt man fir

Tk u - u'e. (4.1.23)

1
TE-EU P

50 wird als Gesamtsteifigkeitsmatrix des Tragwerks bezeich-
net. Sie 1ist symmetrisch aber positiv semi-definit, denn U
enthdlt die StarrkOrperverschiebungen. In Kapitel 3.5 wurde
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gezeigt, daB das Gesamttragwerk im Gleichgewicht ist, wenn
(4.1.23) ein Minimum ist:

om
ay

®

Daraus folgt die Gleichgewichtsbedingung des Tragwerks:

KU =P. (4.1.24)

¢]

Beriickstichtigung der geometrischen

Randbedingungen:

Die eingeprdgten Verschiebungen g(xi) auf 0u werden im

‘idealisierten Tragwerk nur angendhert erfiillt, da die Ober-
fldche 0u durch Knotenpunkte ersetzt ist, die sich im Be-
reich von 0, befinden. Hier wird der Fall u(x;) = o auf
Ou beriicksichtigt. Dafir werden die Verschiebungen an den
in den Bereich von Ou fa}lenden Knoten des Gesamttragwerks
im Verschiebungsvektor U zu Null gesetzt. D.h. entsprechende
Spalten von a bei (4.1.21) werden gestrichen. U und a werden

dadurch auf U und a, reduziert:

i, (4.1.25)

tou
>=
]
I
1
=
w—d
-+
"
i
1Y
=
T
I=
b
P
=
o
o
]
1
i

Die Untermatrix U, enthdlt die unterdriickten Verschiebungen
(Auflagerverschiebungen), a, ist die entsprechende Transfor-
mationsmatrix in a. Wegen U, = 0 folgt

u=al. (4.1.26)

Rechnet man anstelle von (4.1.21) mit (4.1.26), so erhdlt
man die Gleichgewichtsbedingungen des Gesamttragwerks wie
folgt:

KU, =P (4.1.27)
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mit
(4.1.28)

wobei der Index r "reduziert" bedeutet. P  ergibt sich mit
a, aus (4.1.22). K. ist symmetrisch und nun positiv definit,
also invertierbar. Die Knotenverschiebungen U  des Gesamt-

tragwerks konnen aus (4.1.27) berechnet werden.

Beriickstichtigung von Fldchen— und

Volumenkrdften:

Bei vorhandenen Elementkridften él auf 0; bzw. g1 in V' und
noch zusdtzlich Einzellasten P an den Knoten des Tragwerks
indert sich das Gesamtpotential des Elementes. In diesem

Fall ist Wi durch

i i i i
mlo= o+ ()t (Ty), ,(4'1’29)

zu ersetzen, wobei gilt

duBeres Poteptia] des i-ten Elementes infolge Ele-
mentkrdfte §‘, die durch die Knotenlasten P des
Tragwerks entstanden sind,

(Tca)p : duBeres Potential des i-ten Elementes infolge der
Elementkrdfte p' und oder §'.

Wird in (3.5.2)

)y = - [N Tt xpo g (CONENTY
p

o

(4.1.5) eingesetzt, folgt

(), = - [[hTeh0 «  [ghTeTav gl
YN V!
(™ 1),

ten Seite wieder gleich (n;)p:

ist ein Skalar. Daher ist die Transponierte der rech-
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f(cb‘ pla0 + [ (&) Tglav)
vl

(Tc;)p - T(Q")T §1 (4.1.30)

sto [@H)Tpla0 + [ (81)Tglav. (4.1.31)
o %

p - - 03
Aus (4.1.30) ist zu erkennen, daB §1 mit Q‘ korrespondiert,
d.h. die Elementkrafte p und g sind durch die dquivalenten
Knotenkrdfte S; in Form von (4.1.31) ersetzt.

Die Summe der ersten beiden Glieder von (4.1.29) ist mit
(4.1.9) gegeben. Es folgt

et - awh : (4.1.32)

Die Minimalbedingung von ! liefert
kgt =5t s;. (4.1.33)

Entsprechend konnen noch die folgenden Beziehungen abgelei-
tet werden:

Ku=5+S (4.1.34)
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Mit der Einfihrung der deometrischen Randbedingungen, ergibt
sich

. (4.1.35)

(4.1.35) besagt: Die équiva]enten Elementkridfte §p infolge
é1 und i1 werden als zusdtzliche Knotenkrdfte des Gesamt-
tragwerks auf duBere Knotenlasten P, summiert. Die endgiil-
tigen Elementkrdfte infolge é‘, il und Einzellasten P
lassen sich dann nach der Berechnung von Ups U und U aus
(4.1.34) bestimmen:

S+S, =kli=kTu=kKTa

| [od
L
N>

S=kTa (4.1.36)
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4.2 Kraftmethode

Bei der Kraftmethode wird das komplementire Gesamtpotential
(3.6.5) durch die Wahl der Spannungen nach (3.9.3) approxi-
miert. Das komplementdre Gesamtpotential w* nimmt analog zu
(4.1.3) flr das idealisierte Tragwerk die Form

™= 3 (n%)] » (4.2.1)

an, wobei (Tt*)1 das komplementdre Gesamtpotential des i-ten
Elementes angibt.

Linear unabhingige Knotenkrdfte des Elements:

Wie im Kapitel 4.5 erwdahnt, ist die lokale Steifigkeitsmat-
rix gl (die Koeffizientenmatrix der lokalen Gleichgewichts-
bedingungen)

gt = & | (4.2.2)

1<
| Enipd

positiv semi-definit. D.h. Ei ist singuldr bzw. enthdlt
linear abhdngige Zeilen und Spalten, da in @' auch
die Starrkdrperverschiebungen enthalten sind. Die Anzahl der
Starrkﬁrpervérschiebungen des Elements wird durch die fir
das Element zur Verfligung stehenden Gleichgewichtsbedingun-

gen (rdumlich: 6, eben: 3) bestimmt,.

Aus (4.2.2) erkennt man, daB auch die mit Qi korrespon-
dierenden Elementkrdfte §1 voneinander linear abhdngig sind.
Man kann also die Anzahl der Elementknotenkrdfte genau um
die Anzahl der Gleichgewichtsbedingungen des Elements redu-
zieren, oder man kann 51 in Abhdngigkeit der linear unabhdn-
gigen Krdfte angeben, wenn die letzteren als Freiwerte der
Spannungsansdtze gewdhlt werden. Fir das Element in Bild 4.2
zum Beispiel gibt es 12 Knotenkrdfte und 6 Gleichgewichtsbe-
dingungen (rdumliches Element). Dieses Element hat dann
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genau 12 - 6 = 6 linear unabhidngige knotenkrifte. Wihlt man
in  Richtung jeder Kante des Elements eine Kraft als linear
unabhdngige [3] , so erhidlt man insgesamt sechs linear
unabhdngige Knotenkrdfte (Bild 4.3).

Bild 4.3: i-tes Element mit linear unabhdngigen
Elementkrdften

Durch lokale Knoteng]eichgewichtsbedingungen ergibt sich die
Beziehung zwischen EI und 51:

1. =

TR (4.2.3)

(17253
oo

Wobei ﬁ‘ die nicht-quadratische Gleichgewichtsmatrix des
Elementes ist.

Spannungsansata:

Innerhalb jedes Elementes wird die Spannungsverteilung g(ii)
“nach (3.9.3) approximiert. Als Freiwerte von (3.9.3) werden
zweckmaBig die Komponenten von F'gewdhlt [3].

o(%) = W (k) B, (4.2.4)

Es wird vorausgesetzt, daR die Spannungen mit den Knoten-
krdften des Elements in Gleichgewicht stehen:
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31 = b g(3y). (4.2.5)

h ist eine nicht-quadratische und spaltenrequiire Transfor-
mationsmatrix. Durch Gleichsetzen von (4.2.3) und (4.2.5)
ergibt sich

Die Multiplikation der Gleichung von links mit bT liefert

T

Die symmetrische Matrix h'h ist invertierbar, daher folgt

h)~thTgl, (4.2.6)

Das komplementdre Gesamtpotential

des Elements:

Zundchst wird die folgende Annahme gemacht: Das Tragwerk
ist nur durch die duBeren Knotenkrdfte P beansprucht, d.h.
es gilt

a1 i
= f
P 0 au 0p
3' =0 in v!
Up = © in Auflagerknoten.

Wenn (4.2.4) statisch zuldssig ist, muB nach dieser Annahme
die folgende Beziehung gelten: .

T (X;) = 0 in v,

{{ww]
Q
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Das komplementdre Gesamtpotential erhdlt mit (4.2.4) die

Form
: e
(t) = @)+ (),
9t = YT ety - (¢ Tl (4.2.7)
Vi

Hierbei stellt das letzte Glied das komplementdre Potential
der Knotenkrdfte $' dar. Setzt man (4.2.3) ein und beachtet
man, daB f‘ unabhdngig von den Koordinaten 21 ist, ergibt
sich f

(e =

N

ENT [Tl £ - (£

Nun werden die relativen Elementverschiebungen (Verzerrun-
gen) Q; eingefiihrt, die mit ET korrespondieren. £Eine
virtuelle Belastung 6&1 erzeugt 651 gemdB (4.2.3).

551 = Bisf’.

T

s(E)Tal = s(sT)Tat = 5 (FHT(BH T
oder
ol o= @Ml (4.2.8)

Mit (4.2.8) nimmt (T*)' die Form

T T

(et = SN TEET - (BD ). (4.2.9)

an, wobei

fi = I(Hi)TgiﬁidV | (4.2.10)
Vl

die lokale Flexibilitdtsmatrix des Elements darstellt.
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Das Minimum des komplementdren Gesamtpotentials

des Flementes:

Durch die Minimalbedingung (3.9.4) ergeben sich die relati-
ven Elementverschiebungen.

9 ()"
.__.....__.._ = 0
oF !
al = fTE, | (4.2.11)

Die symmetrische Matrix fi ist positiv definit, denn Q: und
und ET in (4.2.11) sind linear unabhdngige GroBen. Das Ele-
ment ?;j von f‘ stellt die der linear unabhdngigen Kraft ?}
entsprechende relative Verschiebung (ﬁ;)i dar. Sie entsteht,
wenn dem Element eine Einheitskraft ?; = 1 eingepridgt
wird, wdhrend alle anderen Komponenten von E‘ gleichzeitig

null sind.
Das Gleichgewicht an den Knoten des Gesamttragwerks:

Die Gleichgewichtsbedingungen an den Knoten sind mit
(4.1.22) gegeben:

als = P. (4.2.12)

Die im Vektor S zusammengefaBten Knotenkrdfte aller Elemente

S=38°F (4.2.13)
mit

$- {8t g, 8t 8

E= (B EE LB L

8= [B' 8% ... 80 ... 8%
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werden nach (4.1.15) mit

st o= (18t = ah '

st = plf! (4.2.14)
oder mit

S =BF (4.2.15)

in globale Koordinaten transformiert, Hierbei gilt

B’ (4.2.16)

- sl 82 ... 8" ... 8%.

[fee)

Wird (4.2.15) in (4.2.12) -eingesetzt, so ergibt sich das
Knotengleichgewicht des Tragwerks zu

T

a's =a'BE =N =P (4.2.17)
mit
N* = a'B. (4.2.18)

Berickstichtigung der geometrischen

Randbedingungen:

(4.2.17) enthd3lt noch Gleichungen, die in Richtung der
unterdriickten globalen Freiheitsgrade aufgestellt sind. Denn
die durch (4.1.21) definierte Inzidenzmatrix a ist noch
nicht reduziert. Entsprechend (4.1.25) kann (4.2.17) in

Mo
3
[1es]
177>
10

= T (4.2.19)
A

R3]
p
[ jav]

umgeformt werden. P, ist die Matrix der Auflagerkrdfte, die
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mit U, 1in (4.1.25) korrespondieren. By wird mit P in P
zusammengefaft. ‘

Aus (4.2.19) folgt

Tg ¢ .

a.B £ =P,

Te ¢ .

QAE F = EA
oder

NFE =P, (4.2.20)
NoE = Pa (4.2.21)
mit

N o= al
N =adB (4.2.22)
N, = aB (4.2.23)
-A _A-Q * L4

Die im allgemeinen nicht-quadratische Matrix N wird Gleich-
gewichtsmatrix (statische Transformationsmatrix) des Ge-
samttragwerks genannt. (4.2.21) gibt die Gleichgewichts~-
bedingungen in Richtung der festgehaltenen Freiheitsgrade
der Auflagerknoten an. Auf den Aufbau von N wird im ndchsten
Kapitel niher eingegangen.

Zusammenbau der Elemente zum Gesamttragwerk,
das Minimum des komplementdren Gesamtpotentials

vom Gesamttragwerk:
(4.2.1) mit (4.2.9) liefert
eee TSt = s {JEDHTHE - #H Tl

Das Summationszeichen kann durch
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’ A P T A "~ ~ ~ ~ ~
= % {El EZ . ES} f1 fz . f%J{El EZ . ES}
Al a2 2517 (a1 A2 .5
‘-{E E AR E } {Er gr 5o gr}

>

_ 1T _ pTa
mte SEEE - BN, (4.2.24)
ersetzt werden, wobei
I LA AR LN L (4.2.25)
A _ral a2 i A5
de={0p 00 oov 8. .. B )

Die Aufgabe 1ist nun (4.2.24) wunter der Nebenbedingung
(4.2.20) zu minimieren. Die zweite Nebenbedingung (4.2.21)
braucht dabei nicht beriicksichtigt zu werden, da die Aufla-
gerkrdfte Pp wegen U = o keinen Anteil zum éuBer?n Poten-
tial liefern. D. h. andererseits, daB die Krdfte F alleine
aus der Minimalbedingung von (4.2.24) unter Beriicksichtigung
von (4.2.20) bestimmt werden konnen. Sind die Krafte E
ermittelt,ﬁso konnen die Auflagerkrdfte P, berechnet werden,
indem man F in (4.2.21) einsetzt.

Bei einem statisch unbestimmten Tragwerk stellt (4.2.20) ein
unterbestimmtes Gleichungssystem dar. Die Unbekannten f kon-
nen also nicht allein aus (4.2.20) bestimmt werden. Deswe-
gen wird zundchst angenommen, daf eine partikuldre LOsung

B, mit

NB, =1 (4.2.26)

und eine homogene Lésung B, mit
NB, =o0 (4.2.27)

X

bekannt seien. B, ist die Rechtsinverse und B, der Kern [27]



47

von N. Die allgemeine Ldsung 1dRt sich mit

F =BP +B.x (4.2.28)

=Q=-r X

angeben, wobei X die statisch Unbestimmten enthdlt. Durch
Einsetzen 1dpt sich zeigen, daB (4.2.28) eine LGsung ist.

Das komplementdre Gesamtpotential (4.2.24) mit (4.2.28)
liefert

% _ 1Tl L o ToTya _ pTaT o o TaTys
T = Z(Erf.so + X gx)f(§08r+ .B.xX) (.P.rgo + ).( .B.x)!r

x _ 1T T2 1,T,T2 1,T,Tz
n = zgy‘?ofgogr + Z.P.r@of.B.xx + ZX gxfgogr

1,T.Ts ToTe _  ToTo
+ é).(. .B.xfgxx = Ergogr‘ 2.( .B.xgr'

Durch die Minimalbedingung
o™
B - Y ]
oX
erhdlt man
1.7z 1,72 Teg v _ aTa
égxfgogr.{. zgxf.@ogr-{- gxfgx).( gxgr = 9’

Die Bestimmungsgleichung (Kompatibiﬁitﬁtsg}eichung) fur X
ergibt sich zu

Ten v _ _ oTz T,
B fB,X = - B fB P+ B U . (4.2.29)
Fir Qr = o (z.B. infolge Temperatur, Montagefehler) gilt

Tan o L aTs
ByfB,X = - ByfB P, (4.2.30)
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D,X = - D2, (4.2.31)
mit

D. = BB und D_ = BIfB (4.2.32)
=X =X==X <p =X==0" e

Die Koeffizientenmatrix D,» deren Elemente in der klassi-
schen Stabstatik als 51
trisch und positiv definit. Die Bestimmung von B, und B,
d.h. die Wahl der Statisch Unbestimmten, ist in Kapitel 5.3
ausfihrlich beschrieben.

k-Zahlen bekannt sind, ist symme-

Knotenverschiebungen des Tragwerks:

Die Berechnung der Knotenverschiebungen des Tragweks ist fiir
die Berechnung der Elementkrdfte nicht notwendig. (4.2.8)
kann mit (4.1.11), (4.2.16) und (4.1.26) fiir alle Elemente
des Tragwerks

il = @ )T = YT - )T
~ ST LT
G, =8'u=8'ay

zusammengefaft werden, Mit (4.2.22) folgt fir die Beziehung
zwischen den Elementverzerrungen und Knotenverschiebungen
des Tragwerks:

u_. (4.2.33)

Die Multiplikation der Gleichung von links mit §g unter der
Bericksichtigung der Definition von §O nach (4.2.26) liefert
‘die Knotenverschiebungen des Tragwerks:

T~
Byl

(4.2..34)
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Fiir alle Elemente folgt aus (4.2.11)

i. = fE. (4.2.35)
(4.2.34) erhdlt damit die Form

u. = B fF 4

U. = B,IE. (4.2.36)

Der vollstdndige Verschiebungsvektor U ergibt sich nach
(4.1.25)

Lo
I too
e 10 —§

=

1 I=h>
§ [ B 3 P

. (4.2.37)

[ [ end
L1
i
|
|
it

<
b

Zusammenhang awischen Kraft- und Verschiebungsmethode:
Die Inversion von (4.2.11) liefert mit (4.2.8)

B A0 BRI C AP REI( L RIA

[ Bay

Durch linksseitige Multiplikation mit é‘ und unter Beachtung
von (4.2.3) und (4.1.10) erhdlt man die Gleichgewichtsbe-
dingungen des Elementes:

gTEt = BT (Eh T

§t = gl ' (4.2.38)
mit
(= BT (4.2.39)

Die G]eichgewichtsbedingungen des Gesamttragwerks Tlassen
sich entsprechend (4.2.38) aus (4.2.35), (4.2.33) und
(4.2.20) ableiten:
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f=18"3, =,

NE = NETINTY = B

oder

Kele = B (4.2.40)
mit

Ko = N £, (4.2.41)

Die Elementsteifigkeitsmatrizen (4.2.39) wund (4.1.8) sind
nicht gleich. Denn (4.2.39) und (4.1.8) basieren auf zwei
verschiedenen Ansdtzen, Dasselbe gilt folglich auch fiir die
Gesamtsteifigkeitsmatrizen (4.2.41) und (4.1.28).



