2. DIFFERENTIALGLEICHUNGEN DES ELASTISCHEN KOURPERS

Der Spannungs- und Verformungszustand eines linear elasti-
schen Korpers 1dBt sich eindeutig aus

1. den Gleichgewichtsbedingungen,
2. der kinematischen Vertrdglichkeit und
3. dem Materialgesetz

bestimmen,

2.1 Gleichgewichtsbedingungen

Der betrachtete elastische Korper (Bild 2.1) mit dem Volumen
V habe die Oberfldche 0. An einem Teil Ou dieser Oberfldche
sei der Korper gelagert bzw. seien eingeprdgte Ver-
schiebungen go vorgegeben., Auf dem Rest der Oberflédche
0, =0 -0, wirken die duBeren Lasten p = [pl Py P5) und im

Innern wirken die auf die Volumeneinheit bezogenen Krdfte
g = {91 95 93}

Bild 2.1: Raumlicher Korper



An einem Punkt eines so beschriebenen Kérpers herrschen die
vom Ortsvektor x abhdngigen Spannnungen Gij' Fir die
Herleitung der Gleichgewichtsbedingungen wird ein infinite-
simal kleiner Wirfel (Bild 2.2) dieses Korpers mit dem

Yolumen dV betrachtet.
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Bild 2.2: Variationen der Spannungen in Richtung von X1

Es wird vorausgesetzt, daB die Spannungen differenzierbare
Funktionen der Koordinaten X5 sind. Die betrachteten Span-
nungen Oij seien im Mittelpunkt der linken Seitenfldche mit
der Normalen 1in negativer xl-Richtung definiert. Wenn man
von diesem Punkt in Richtung Xq oum den differentiellen
Betrag dxl fortschreitet, so werden sich die Spannungen um
dcij dndern, Man erhdlt daher im Mittelpunkt der rechten
Seitenfldche mit der Normalen Xq die Spannungen Gij+doij'
Diese Spannungswerte konnen mit Hilfe der TAYLOR'schen Reihe
in ‘
G . .

- 1]
Gij + doij = Oij + Oxk dxZ

umgeformt werden, wobei nur die linearen Glieder der Rei-
henentwicklung beriicksichtigt werden.



Fir die Einhaltung des Gleichgewichtszustandes miissen

1. das resultierende Moment und
2. die resultierende Kraft

verschwinden,

Aus der 1. Bedingung ergibt sich, daR die Schubspannungen
auf zwei zueinander senkrecht stehenden Flichen gleich sind:

Gij = Gji' fir i # J (2.1.1)

Aus der 2. Bedingung ergeben sich die partiellen Differen-
tialgleichungen fir den Gleichgewichtszustand:

.+ g, = o. in v (2.1.2)

Schreibt man (2.1.2) unter Berilicksichtigung von (2.1.1) 1in
Matrizenform, so ergibt sich

bl G + g =0 in V (2.1.3)
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Spaltenmatrix der Spannungskomponenten.

Liegt das Element, dessen Gleichgewichtslage untersucht
wird, an der Oberfldche, so muB die aus den Spannungen re-
sultierende Kraft RO mit der Oberfldchenlast p im Gleichge-
wicht stehen.

Bild 2.3: Gleichgewicht an der Oberflidche

Werden mit n, = cosa, (A,

die Komponenten der Normalen bezeichnet (Bild 2.3), dann
gilt:

= der Winkel zwischen n und X5)

0 =
5’_)‘i Gijnj auf OD
oder
o _ T
p =ng, auf Op (2.1.4)
mit

n ¢ Gleichgewichtsmatrix des Oberfldchenelements
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Bei vorgegebener Oberfldchenlast p muB

p’ = p : auf 0 (2.1.5)

gelten (statische Randbedingungen).

2.2 Kinematische Vertrdglichkeit

Durch die Beanspruchung des elastischen Kdrpers unter ein-
geprdgten Lasten tritt eine Verformung g(xi) auf., Die Ver-
schiebungen u sollen differenzierbare Funktionen der Koor-
dinaten X sein, Risse und Verwerfungen werden durch diese
Forderung ausgeschlossen.
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Bild 2.4: Verformungszustand [5]

Aus den Verschiebungen eines Punktes kdnnen die Verzerrungen



€ 1im selben Punkt abgeleitet werden. Mit dem linearen Ver-
zerrungstensor [ 5]
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U, . + U. . mi €.,. = €
1] ( 1,d Jsl) t -
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lassen sich die Verzerrungen in Matrizenform darstellen:

e =D u (2.2.1)
mit
€ = [E)) Eyp Eg3 28y, 2813 26,3

(€11 22 €33 Y12 Y13 Y23

Yii = 2€ . . fir 1 # ]

€6x1 ° Spaltenmatrix der Verzerrungskomponenten
gy ¢ Spaltenmatrix der Verschiebungskomponeneten.

AuBer der ErfiUllung von (2.2.1) missen die Verschiebungen
mit denen auf O vorgeschriebenen go ibereinstimmen (kine-

matische Randbedingungen):

u = !o auf 0u (2.2.2)

2.3 Das Materialgesetz

Bis Jjetzt wurde keine Beziehung zwischen ¢ und € angegeben.
Aus der im Kapitel 2.1 abgeleiteten Tlinearen Beziehung
zwischen den Lasten und Spannungen (2.1.3) bzw. (2.1.4)

¢ = g(g»P_)s



und der im Kapitel 2.2 gezeigten linearen Beziehung (2.2.1)
zwischen den Verformungen, Verzerrungen und Lasten

u = u(g) = u(g,p)

ergibt sich auch eine lineare Beziehung zwischen Spannungen
S und Verzerrungen €.

Diese Kopplung erfolgt Uber das Materialgesetz als umkehrbar
eindeutige Funktionen zwischen den Spannungs- und Verzer-
rungskomponenten.

Die Spannungs=- Verzerrungsbeziehungen [5]

£ 5 E

C.. . L€ + €. .
ij kk (1+v) i

i3 (1+V) (1-2V)

und Verzerrungs- Spannungsbeziehungen [ 5]

.. =

1
ij £ [(1+V)Gi. - vd

i 5%«
mit dem Kroneckerdelta
1 fir i = J
.0 fiur i # J
lassen sich in Matrizenform wie folgt darstellen:

G =Ec¢ (2.3.1)

£ =Gg (2.3.2)
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= E
2(1+v )
2{1+v )
|2(1+V)

Egyg + Materialsteifigkeitsmatrix
Goyg + Materialflexibilitdtsmatrix
E : Elastizitdtsmodul des Materials
v : Querdehnungszahl des Materials.

Die Matrix E 1ist symmetrisch und im allgemeinen positiv
definit. Nur fir Materialien mit einer unendlichen Kompres-
sionszahl (z.B. Wasser), fir die v den Wert % annimmt, ist
E positiv semi-definit. Zwischen E wund G besteht die

Beziehung (v # %)

(2.3.5)
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2.4 Losung des Randwertproblems

Die Bestimmung des gesuchten Spannungs- und Verformungszu-
standes eines Tragwerks 1duft bei dieser Problemformulierung
(2.1.3),(2.2.1),(2.3.1) und (2.3.2) auf die Integration
eines partiellen Differentialgleichungssystems filir die
vorgegebenen Randwerte (E,go) hinaus. Die Randwertprobleme
der Elastizitdtstheorie sind aber meist so kompliziert, daB
man sie nicht geschlossen 10sen kann. Daher setzt man
numerische Lﬁsungsmethoden ein, die die Aufgabe approximativ
1osen. Das Differenzenverfahren und die direkte Variations-
methode sind z.B. solche Ndherungsmethoden, die die Diffe-
rentialgleichungen durch ein lineares Gleichungssystem nd-
hern.

Die Randwertprobleme werden nach der Variationsmethode ge-
1ost, indem man das Minimum eines Integrals bestimmt, dessen
physikalische Bedeutung eine Energie ist. Diese Methode wird
daher auch Energiemethode genannt.

Die Energiemethode erweist sich vorteilhaft, weil die Ener-
gie eine skalare GrdRe ist und daher gegeniiber Koordinaten-
transformationen invariant bleibt. Weiterhin 1lassen sich
direkte Variationsmethoden, wie z.B. das RITZ'sche Verfah-
ren, zur LOosung anwenden.



