22. Eleman tipleri ve matrisleri
22. Eleman tipleri ve matrisleri

Kuvvet metodunda kullanilabilecek eleman tipleri sinirlidir. Przeminiecki” ana kaynak alinmistir. Gubuk(diizlem/uzay
kafes, gerceve) ve ylizeysel elemanlarin (levha ve plak ) denge, esneklik, gerilme matrislerine yer verilecektir. Denge
matrisleri hem yerel hem de genel koordinatlarda verilecek, esneklik matrislerinin teorik temeline inilmeyecektir.

22.1 Diizlem kafes eleman matrisleri

Yerel denge matrisi:

Sekil 22.1 de bir dizlem kafes sistemin i. elemani gértimektedir. x, , %,
yerel koordinatlar ve $; , S, yerel kuvvetleridir. Bu iki kuvvet birbirinden
bagimsiz degildir, biri digeri cinsinden ifade edilebilir. Eleman dengede
olmak zorunda oldugundan Y. 2, = 0 olmalidir, $; + S, =0. Bunlardan biri,
drnegin S, , bagimsiz bilinmeyen olarak segilirse $; = —S, olur. O halde
elemanin tim kuvvetlerini bilinmeyen olarak almak gerekmez. Kuvvet
metodunda bagimsiz degiskenler F harfi ile gésterilir. Bu elemanin bir
bagimsiz kuvveti oldugundan j ucundaki S, yi bagimsiz kuvvet olarak
segelim(sekil 22.2): §, = F; , $; = —F, olur. Matris notasyonunda

Sekil 22.1: duzlem kafes elemanin yerel

A _ K leri
[;1] = [ 11] [Fl] _) Yerel denge (22.1) ug kuvvetler
‘:2-’ \—f;—/ £ j ucundaki kuvvet elemanin
) - bagimsiz kuvvetleri olarak segildi
§$=BF (22.1a) R
X
22.1 veya 22.1a elemanin yerel denge kosulu(denge denklemleri), F; 5,=F,

elemanin bagimsiz kuvveti(elemanin bilinmeyeni), $;, S, ise F; e bagimli
yerel ug kuvvetleridir. B ye elemanin yerel denge matrisi denir.

Transformasyon ve genel denge matrisi: 2

)CZ \
. s TS i ucu tutulu elemanda
Dizlem kafes elemanin transformasyon matrisi 4.1 de verilmisti: \ 7, lovvaitn el
s, =-F, reaksiyon anlamindadir
_[A/L A/L 0 0 (22.3) i
=" lo 0 AJL A, /L )

Sekil 22.2: diizlem kafes elemanin bagimsiz

a ve bagiml yerel ug kuvvetleri

Sekil 22.3 de elemanin yerel ve genel ug¢ kuvvetleri gésterilmigtir.
S1, S5, 83, S4 kuvvetleri $; ve $, nin genel eksenler ydniindeki bilesenleri
dir. 4.2 ye gore,

51 /L0
52‘ lZ/L 0 51]
52
0 Az/L 3

22.1 den § yerine yazilirsa

51 /L 0 fgz
S L
} [ 2 ]{ o N

0 Az/L

I(x1i, x2i) S1

Sekil 22.3: dizlem kafes elemanin genel
ve yerel ug kuvvetleri

i(x1; x2i) Ve j(x1;, Xz;) genel koordinatlari geometriden bilinir.

—C = Xy — Xa: = Xoi — Xoi

— 2 Fl] genel denge Ay =15 =Xy, Ay = Xp5 — Xy (224)
[ 4, 4,

L= A%"—A%, C1=T, CZZT

S=BF (22.42)

1
Przemieniecki, J., S, Theory of matrix structural analysis, McGraw-Hill, 1968.
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22. Eleman tipleri ve matrisleri
22.4 veya 22.4a elemanin genel denge kosulu(denge denklemleri), F elemanin bilinmeyeni(elemanin bagimsiz kuvveti),
S bagiml yerel u¢ kuvvetleridir. B ye elemanin genel denge matrisi denir.
Esneklik matrisi:

Elemanin esnekli bagintisi 20.5 de ¢ikariimisti(basitlestirmek i¢in i indisi kullaniimayacaktir):

fot (22.5)
f: Esneklik matrisi
L: elemanin boyu

E: Elastisite modiilii (2253)
A: Kesit alani

Goreceli yer degistirme:

i ucu tutulu elemanda F; bagimsiz kuvveti j ucunda v, yer degistirmesine(elemanin boyca degisimi) neden olur. vy, f, F;
arasindaki iligki

@ OO
v = [5] 7] —Fy  Zo———==—>F, (22.6)
v f E CP L
- | | Vq |
v= fF ”V‘\Géreceli ver degistirmeler‘ Kafes elemanin géreceli yer degistirmesi (22.6a)
Gerilme(mukavemetten):
1
lows) =[] 17 (@2.7)
a 7 F
o=HF (22.72)

22.2 Uzay kafes eleman matrisleri

Yerel denge matrisi:

Sekil 22.4 de bir uzay kafes sistemin i. elemani
gérilmektedir. £, , £, yerel koordinatlar S; , $,
yerel kuvvetleridir. Bu elemanin bir bagimsiz

kuvveti oldugundan | ucundaki S, bagimsiz X N /% Ss
kuvvet olarak secilmistir. F, elemanin /f /8 =F IT
bilinmeyenidir(bagimsiz ~ kuvvet)  $, =F,, S >S5y
$, = —F, olur. Matris notasyonunda 85 Sg
[;1] = [_11] [F;]- Yerel denge (22.8) X1 i ’I/ >,
—— /  Genel n
¥ Tl | n=h
N Yerel ug kuvvetleri Genel ug kuvvetleri
S=BF (22.8a)
Sekil 22.4: Uzay kafes eleman
Uzay ve dizlem kafes elemanin yerel denge
denklemleri aynidir.
Transformasyon ve genel denge matrisi:
Uzay kafes elemanin transformasyon matrisi 4.4 de verilmisti:
T= AL AL As/L 0 0 0 (22.9)

0 0 0 AJ/L A,/L Ay/L
T

Sekil 22.4 de elemanin yerel ve genel (i¢ kuvvetleri gésterilmistir. S, S,, S; genel kuvvetleri $; yerel kuvvetinin genel

eksenler Gzerindeki izdlisimdur. 4.5 ye gére,
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

Sy A/l 0
[52] [42/L 0 |
S3|_ As/L 0 [§1] .
|S4 =17 /s, ) 22.8 yerine yazilirsa
[SSJ | o 2./LF
sl | o a5/1
5 T
[ [k o
|Sz| A /L 0
ss| _|a,/L O |1—1
Ss 0 4/L| B ~
LS_,6J 0 43/L
) TT
Genel denge
S1 T i(x1; X2;, X31) Ve j(x1;, Xzj, x3;) genel koordinatlar geometriden bilinir.
i[SZ] —C, Ay =x15 — X1, Ay =25 — X, A3 =X3j — X3j

3l |== 4 4 4
— 1 2 3
|§|— o | L= [Bimes, o=t o= 2% (22.10)

S=BF (22.10a)
Esneklik matrisi:

L
f= T (22.11)

f: Esneklik matrisi

L: elemanin boyu
E: Elastisite modiilii (22.1 1 a)
A: Kesit alani

Uzay ve diizlem kafes elemanin esneklik matrisi aynidir.

Goreceli yer degistirme:

i ucu tutulu elemanda F; bagimsiz kuvveti v, yer degdistirmesine(elemanin boyca degisimi) neden olur. vy, f, F;
arasindaki iligki

v =[] 1] @ i® D (22.12)
—— EAl —— —}F - -l F
v Ff @® ! @® !
- le——L- L—»f vy
v= fF <,,“Gﬁreceli yer degistirmeler‘ Kafes elemanin géreceli yer degistirmesi (22.12a)
Gerilme
1
o) = [3] 17 (22.13)
g " E
g=HF (22.13a)

e
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22. Eleman tipleri ve matrisleri
22.3 Diizlem cerceve eleman matrisleri

Dizlem cerceve elemanin yerel koordinatlardaki u¢ kuvvetleri sekil 22.5 de
gosterilmistir. %; lokal ekseni kagit(ekran) dizlemine dik ve okuyucuya
dogru yénlenmistir. Her ugta 3 adet olmak (izere toplam 6 yerel kuvvet
vardir.

. ‘i noktasinda ¥, yoniinde kesme kuvveti ‘

1

B ! i noktasinda %; yoniinde eksenel kuvvet ‘
}\ J i noktasinda %5 etrafinda moment ‘

Jj

noktasinda %, yoniinde eksenel kuvvet
j j noktasinda X, yoniinde kesme kuvveti ‘
J

</j noktasinda X3 etrafinda moment ‘

Yerel denge matrisi:

Bu alti kuvvet X%, =0, ¥ %, = 0, X M;, = 0 denge kosullarini
saglamalidir. j ucundakiler

(22.15)

§4 =F1, .§5 =F2, '§6 =F3

elemanin bilinmeyen kuvvetleri(bagimsiz kuvvetler) olarak segilir ve
elemanin dengesi yazilirsa:

Z£1 =0: §1 +F1 =0- §1 = _FIA 1’:”1 pon il
222 =0: §2 +F2 =0- §2 = —Fz‘*wfz yonii denge

ZM}23 =0: §3 +F,L+F3;= 00— §3 =—F,L—F;- j‘)’c}, etrafinda moment dengesi

(22.16)

olur. 22.15 ve 22.16 bagintilari matris olarak

j ucundaki kuvvetler elemanin
bagimsiz kuvvetleri olarak

secildi

' /JACI

i ucu tutulu(ankastre) elemanda
F1, F,, F3 kuvvetlerinden olusan
reaksiyonlar anlamindadir

A

S

1=
Lucu

Sekil 22.5: Dizlem gergeve eleman

$1 -1 0 0
i [$2 [0 -1 o] F,
§3_.=|_9__:L__:1_ F, | Yerel denge | (22.17)
711 0 0f|g
j 3] |l0 1 0 JLFL
s Lo o 11F
A
Yerel denge matrisi
S=BF (22.17a)
yazilabilir. $ yerel kuvvetler, B yerel denge matrisi ve F bagimsiz bilinmeyenlerdir.
Transformasyon ve genel denge matrisi:
Diizlem ¢ergeve elemanin transformasyon matrisi 9.4 de verilmisti:
A A -
L=./A2+4%, ¢ le' o ZTZ olmak Uizere
LIS
g ¢ 0 0 0 0 Xs (&
[—cz ¢ 0 O 0 0} /
o o1 o o0 o0
Z—| 0 0 0 ¢ o 0| ) T, 4 (22.18)
| 0 0 0 —c, ¢ 0J I a
0 0 0 O 0 1 \ A
®‘ A] Genel 1
[51] ¢ —¢c; 0 0 0 0%
|52| [cz g 0 0 0 0} $2
S A
_ora ds3l o 0 1 0 o0 0|35
SELE=1s]%lo 0 0 ¢ —c ollS] (22.18a)
lSSJ lo 0 0 ¢ ¢ olsl
e Lo 0 0 0 o s
5 iy 5
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

22.17 yerine yazilirsa

S1 [ —¢2 0 0 0 0] [—1 0 0 1
[52] [z & 0 0 0 OfJ0O -1 0 | F
|53|= o 0o 10 o oo -L -1f|g
5400061—620100F2
lSSJ 0 0 0 ¢ ¢ Of0 1 o052
lsel lo 0o 0o 0o o 1lto o 1!°
3 i B
[51] —C; Cy 0
i|52| ’V_CZ G 0} F, 1 Genel denge
ss| _[o —-L -1
= {|F2 (22.19)
F | ¢ —¢ 0 | F
J|{Ss 6 ¢ 0=
l&J lo o 1l%
s B
Ge;el (ienge matrisi
S=BF (22.19a)

Goreceli yer degistirmeler ve esneklik matrisi:

i ucu tutulu(ankastre) elemanda j ucundaki kuvvetlerden olusan yer
degistirmeler sekil 22.6 da gdsterilmistir. i ucu tutulu oldugundan @i, = 0,7, =
0,43 =0 fakat v; # 0,v, # 0,v3 # 0 dir. 9.3 e gbre, ylksliz elemanda yer
degistirmeler ve kuvvetler arasinda

i J

- EA EA T 307

) 12El,  6ElL 12El, 6El,
X i 0 -
[51] L3 12 L3 L? [ﬁl]
5. 6EL, 4L | 6EL;  2El ||g,
] _ 2 L 2 L |ﬁ |
F. EA EA v
1 -ZZ 9 0 = 0 0 j]
F, L L 2 *2 Yer degistirmel
Fy 12El,  6EL 1261, 6kl |lvl X creedimetsr
5 =z | ° EE wtuluankastee) ug
6EI 2E1 6EL, , 4EL | i

\ \ ki Sekil 22.6: i. Ucu tutulu(ankastre)

: = -
Yerel rijitlik matrisi duzlem gergeve eleman

bagintisi vardir. i, = 0,7, = 0,13 = 0 oldudu dikkate alinarak ilk G¢ kolon ve satir silinirse

[E4 0o |
F1 L %1
12El;  6El,
F,| = — v,
F L3 Lz |,
?3_/ 6El, 4ElL ~—1«73—4
- 12 L -
Eii

olur. Bu bagintidan k;; nin tersi alinarak v hesaplanabilir:

L
A 0 0
V1 13 12 Fy f: Esneklik matrisi
Vy| = 0 3EI 2E1 Fz L: elemanin boyu (22_20)
V3 2 3 3 F5 E: Elastisite modiilii
— 0 L L — A: Kesit alam
j—f\ 2El, El E I3: X5 ekseni atalet momenti
Goreceli yer [ Bagimsiz
dbieler Esneklik Iﬁatrisi kuvvetler
v = fﬁ - J Goreceli yer degistirmeler‘ (22'203)
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

Gerilmeler(mukavemetten): A: Kesit alamt
Ay X, dogrultusunda

1 kesme alani 5

0o 2 o0 oL/ Moment

A I3 )ACZ basing tarafi % ‘ i

1 ho— R ) o

il-= 0 -2 9 o 0 | " | & n
A I3 n : N [
1 S2 X I o
0 - 0 00 0 ’53 vl Corceve | %, fe
= 1 e |§ | i eleman
0 0 0 2 0 o | 4 | i o r— it
1 hz—e2 5s Kesit 97
0 0 - 0 —-——== |~§6J Moment
A ) Is “f" cekme tarafi
0 0 0 0 — 0 =
L A,y ]
H

g=HF
22.4 Uzay cerceve eleman matrisleri
Sekil 22.7 de elemanin vyerel eksenleri ve vyerel kuvvetleri

gOsterilmistir. Yerel eksen takiminin orijini i noktasindadir. Elemanin
uzayda konumunun belirlenmesi, transformasyon matrisinin
kurulabilmesi i¢in i ve j digumlerinin ve bir yardimci k noktasinin
genel koordinatlarinin bilinmesi gerekir. £; yerel ekseni daima gubuk
eksenidir. X, yerel ekseni daima i-j-k noktalarinin tanimladigr duzlem
icindedir, yani, k noktasi X, ekseninin yonunl belirler. k noktasi
yardimiyla elemanin ekseni etrafinda dénik olarak tanimlanabilmesi
mUmkan olur. k noktasli, eleman ekseni Uzerinde olmamak kaydiyla,
sistemin herhangi bir noktas! veya sistemde olmayan herhangi bir
0zel nokta olabilir. Ozel bir nokta olmasi durumunda k& noktasinda
serbestlik derecesi yoktur. k noktasinin %, yerel ekseninin yéninl
belirlemek disinda baska bir islevi yoktur.

Sy
rs 17- J i noktasinda %, yoniinde eksenel kuvvet
§2 ‘ i noktasinda %, yoniinde kesme kuvveti
i §3 - ‘ i noktasinda %5 yoniinde kesme kuvveti
8 1 i noktasinda %, etrafinda burulma momenti
4 1
$ ‘ i noktasinda %, etrafinda egilme momenti
5 1
S i noktasinda %5 etrafinda egilme momenti ‘
§=|Se | % (22.22)
= $7 11 noktasinda X; yoniinde eksenel kuvvet
§8 — J j noktasinda %, yoniinde kesme kuvveti
J §9 - ! j noktasinda X3 yoniinde kesme kuvveti ‘
S10| = ! j noktasinda X; etrafinda burulma momenti ‘
S11 ‘ j noktasinda X, etrafinda egilme momenti ‘
LS, ! j noktasinda %5 etrafinda egilme momenti ’-

Yerel denge matrisi:

Bu12kuwvet ¥ %, =0, X%, =0, X X3 =0, X Mz, =0, X Mg, =0, ¥ Mz, = 0 denge kosullarini saglamalidir. j

ucundakiler bilinmeyenler olarak secilir ve denge kosullari yazilirsa

(22.21)

(22.21a)

Sekil 22.7: Cergeve eleman

j ucundaki kuvvetler elemanin
bagimsiz kuvvetleri olarak
secildi

851 -1 0 0 0 0 0
fz 0 -1 0 0 0 0
il s3 0 0 -1 0 0 0
$a 0 0 0 -1 0 O0]|FA
85 0 0 L 0 -1 0|[F
Sej |0 L 0 0 0 —1||Fs| Ivereldenge
111 0o 0 0 0 0lIF~R (22.23)
Sg 0 1 0 0 0 0 ||Fs
EN 0 0 1 0 0 0 li'é
S10 0 0 0 1 0 0| F
S11 0 0 0 0 1 0
(515 L0 0 0 0 0 1
5
Yerel denge matrisi
S=BF (22.23a)
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

Transformasyon matrisi:

11.1-11.3 bagintilar ile

i(xli_ X2i, x3i)_ j(xlj: X2, x3j)_ k(xX1k, X2k, X35 ) ;/;,! i, j, k noktalarmin koordinatlari(geometriden biliniyor)

A= X1j — X1i» A= X2j — X2i» A= X3j — X3i \
B1 = X1k — X1y, Ba = Xox — X21, Pz = Xzk — X3;

Y1 = 08283 = B3fa, V2 = D31 — A1z, vz =D1Br — Byf

81 =283 —y3ly, 8 =3l —y1lz, 83 =10, — V2l

t11 tiz i3 ‘ i, j, k noktalarinin koordinatlarindan
L=A2+202+A% L, =/62+62+02 Ly=+yf +v}+v2 >£=[t21 ts2 t23]‘heSﬂplana“£ (22.24)
t31 t3z 33
A A A
t11=f't12=f't13=f
=& —& =%
t21—L2:t22—L2:t33—L2
_n _r _r
a1 = vtz = vtas = )
t 000
T = [Q t Q QL ' Transformasyon matrisi
=7jo 0t of
lo 0 0 ¢l
Genel denge matrisi:
22.23 ve 22.24 bagintilariyla:
[51] —1 0 0 0 0 07
S2 0 -1 0 0 0 0
S3 0 0 -1 0 0 0
$4 0 0 0 -1 0 0]
2990]§5 [2999]00L0—10Fz
coqre=|2 L QO8] 10t 0 0ffo L 0 0 0 -1J|f
=T==27lo ot ol[5| oot offT 0 0 0 0 oflF
lo 0 0 dlfs lggngleOOOO[FsJ
| —— 7 |0 0 1 0 0 o0[F
S10 0o 0 0 1 0 o0]|TF
11 0o 0 0 0 1 0
5, Lo 0 0 0o o0 1!
H B
- S1 [—t11  —t21  l; 0 0 0 7
Sy —tip —tzp —tzx 0 0 0
i| S3 —ti3  —tzz —tzz 0 0 0
S4 0 —tl ol —tin —tir —ta[F
Ss 0 —tapl tpl —tip —t —t3nl|F
Se | | O —tasgl tysl —t;3 —tz —taz||F3 | Ceneldenge (22.25)
S7 {7 tia ta1 tsq 0 0 0 [|F, )
ss| |t, tp tz O 0 0 lFSJ
| So t13 ta3 t33 0 0 0 [LFs
S10 0 0 0 tin  ta bty | F
S11 0 0 0 izl t3
S22 Lo 0 0 tiz  tyz3 33
g B
S=BF (22.25a)
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22. Eleman tipleri ve matrisleri
Goreceli yer degistirmeler ve esneklik matrisi:

Dizlem gergcevedeki yol izlenerek ¢ikartilir.

v = f F — jGéreceli yer deéi@tirmeler‘ (2226)
r L
— 0 0 0 0
EA
v L 0 0 0 2 F Z : Esneklik matrisi
[ 1] 3El3 2EI 1 L: elemanin boyu
| V2 | 0 0 L 0 - 2 || F2 E: Elastisite modiilii
VU3 3El 2L || F3 | G: Kayma modiilii
= A: Kesit alan (22263)
oo 0o 0 = 0 o0 ||
G_] L: %, ekseni atalet momenti
Vs 12 L Fy I5: %3 ekseni atalet momenti
Vg 0 0 - 0 — 0 ,FGJ J: Burulma atalet momenti(=I;)
—— 2EI, El, H—/F
v
=) L? L =
I I N
B 0 2EI3 0 0 0 El; 1 Bagimsiz
=
52 kuvvetler
S f
= & -
§ g - -
£ ;ED Esneklik matrisi
O ©
Gerilmeler(mukavemetten):
L o0 0 o & &
A I, I3
' F
st 1 hs—e; h,—e, [ 1]
oﬁullt A 0 00 I I3 52 A: Kesit alant
11 1 3 Ay: X, dogrultusunda kesme alani
O12 |~ 0 A_2 0 0 0 0 F4 Aj: X3 dogrultusunda kesme alani - ' (22'27)
013 1 F 0p: Burulmadan olusan gerilme CIZIM konacak!
o 00 A_ 0 0 0 5 Wp: Burulma mukavemet momenti
b 3 F,
e 1 ki
3 00 0 — 0 0 |
L Wy 1 £
H
g=HF (22.27a)

22.5 Uggen levha eleman matrisleri- Diizlem gerilme

Elemanlarin sadece dugimlerde birbirine bagh oldugu, digimler arasindaki
ortak kenarlarda bag olmadig varsayiimaktadir. x;, x, dizlemindeki i. eleman
sekil 22.8 de gosterilmistir. DUGUM numaralari, i-j-k, saat yonindedir. Genel
ve yerel koordinat sistemi birbirine paraleldir. Transformasyon matrisi birim
matris oldugundan, genel ve yerel denge denklemleri ayni olacaktir. E
elastisite modiill, v: Poisson orani, t: elemanin kalini@i, (xq;,x5;): i
noktasinin koordinatlari, (x;;,x,;): j noktasinin koordinatlari, (xqx,x2x): &
noktasinin koordinatlari biliniyor varsayiimaktadir.

Dugim kuvvetleri

X2

Kendi icinde dengede olan eleman bilinmeyenleri(bagimsiz kuvvetler) F;, F,,
F; sekilde goruldigu gibi segilmistir.  Bunlar x;, x, eksenleri yénindeki
S1,S2, 53, S4, S5, S¢ kuvvetleri ile dengededir.

o ‘i noktasindaki F;, F3 kuvvetlerinin x; yoniindeki izdiisiimleri toplam

i

Sy ‘ i noktasindaki F;, F; kuvvetlerinin x, yoniindeki izdiigiimleri toplami

s3L ‘ j noktasindaki F; , F; kuvvetlerinin x; yoniindeki izdiistimleri toplami

Bagimsiz kuvvetler

S =j Sy ,1 j noktasindaki F;, F> kuvvetlerinin x, yoniindeki izdiigiimleri toplami F;

N ‘k noktasindaki F,, F3kuvvetlerinin x; yoniindeki izdiigtimleri toplam1 L ) . . i
k |~S6 'k noktasindaki F,, F; kuvvetlerinin x, yoniindeki izdiisiimleri toplami | Sekil 22.8: Uggen elemanin Ug kuvvetleri
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22. Eleman tipleri ve matrisleri
Yerel ve genel denge matrisi:

C1 = X135 — X1, C2 = Xgj —Xpi, €3 = X1 — X1j, C4 = Xop — X2j , C5 = X1; — X1k, Ce = X2i — X2k

L=+, Lp=\JE+G , Lu= [ci+cE (22.28)

_ & _ & _C3 _ Cq _ G5 _ Ce
mij_Lij , nij_Lij ,mjk—ij , njk_ij , mki_Lki , nki—L

olmak Uzere s ve F arasinda denge bagintisi

R L 0 My
i Sy —MNij 0 Tlgi F1
i S3| _ My —Mk || F, | Yerel ve genel denge (22.29)
Sa nl-j —n]’k 0 I F3
Ss 0 m M | ==
kls J ik ki | TF
— L0 N  —MNy
- B
Yerel ve genel denge matrisi
S=BF (22.29a)

Goreceli yer degistirmeler ve esneklik matrisi:

fﬁw“Gﬁreceli yer degistirmeler‘ (22_30)

u = (Lij + Lix + L)) /2, z =2 Ju(u—Lij)(u — Lj)(w — Lyy)

Sin; = ——, Sin6;, = —— , Sin 6, =
t L; J Liijk

b
ijLki LjkLki

2,02 ;2 2,12 ;2 2 12 ;2
1 Ljj+Ly;—L5 1 Lij+L5—Ly; 1 L +Ly;—L3;
COSQi — -y R R , COS@j z_u’ COS@i — gk TR Y
2 LijLki 2 LijLjk 2 LjkLki
Cos 6; Cos0; Cos 6,
Cot6; —L  Cotf; = —2, Cotf) = —*~
in6; Sin 0; Sin 6y

ve 22.28 bagintilari ile esneklik matrisi

__Sinb . v Sine . _vSino:
I[ Sin0;5in6; CosB; Cot0; —vSin;  Cos6;Cotb; vSmHL]I
2 . Sin 6; .
z == Cos 0]- Cot 0]- —vSin 0]- o Singe 5, 5inb; Cos 6, Cot 6, —v Sin 6, %:Esnekhk — (22.30a)
i . Sin 0;
[Cos6; Cot 6; —vSin®; Cos 6y Cot O — v Sinby S oSG, |

Gerilmeler:

Aijk = (3Cy — C1Cy4— Ucgenin alanmin iki katt ‘

hl‘ _ Ajjk ho= Ajjk h, = Ajjk _iicgenin yiikseklikleri

== J
Lig "7 L’ k Lij ‘»

ve 22.28 bagintilari ile geriimeler

Eleman iginde k
mh  omh mf qeetilmelersabic Asal gerilmeler:
hy h; h !
011 / Fl 2
) 2 _ 0111022 011-022 2
022 =Z E M n_fzﬂ Fz Omax = 2 + ( 2 ) +012
t . .
012 e i "L
— miing;  MjgNjx Mg
- gty KTk Mt | 011+ 0y
hy hi h]‘ - Omin = -
2
H
(22.30b) 201,
2¢ = ArcTan|(———
011 — Op2
. (22.30c)
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

22.6 Dortgen levha eleman matrisleri- Diizlem gerilme

Elemanlarin sadece dugimlerde birbirine bagh oldugu, digimler arasindaki ortak
kenarlarda bag olmadigi varsayilmaktadir. x;, x, dizlemindeki i. eleman sekil 22.9 da
gOsterilmistir. DUGUM numaralari, i-j-k-I, saat yénindedir. Genel ve yerel koordinat sistemi
birbirine paraleldir. Transformasyon matrisi birim matris oldugundan, genel ve yerel denge
denklemleri ayni olacaktir. E elastisite moddild, v: Poisson orani, t: elemanin kalinligt,
(x14,x2;): i noktasinin koordinatlari, (x;j,x,;): j noktasinin koordinatlar, (xix,xz): &
(%11, x27): I noktasinin koordinatlari biliniyor varsayiimaktadir.

Kendi i¢inde dengede olan eleman bilinmeyenleri(bagimsiz kuvvetler) F,, F,, F; F,,Fs
sekilde goéraldigu gibi  segilmistir. Bunlar X1, X, yerel eksenleri ydnindeki
81,85,83,84,85, 8¢, 87, Sg kuvvetleri ile dengededirler.

J i noktasindaki F;, F; Fskuvvetlerinin £; yoniindeki izdiigiimleri toplami

d
>
[

Ji noktasindaki F;, Fy Fskuvvetlerinin X, yoniindeki izdiisiimleri toplami

~
>
N

J j noktasindaki F;, F> kuvvetlerinin £; yoniindeki izdiigiimleri toplam

} j noktasindaki Fj, F, kuvvetlerinin X, yoniindeki izdiigiimleri toplam ‘

ﬁ‘k noktasindaki F», F3 Fskuvvetlerinin X; yoniindeki izdiigiimleri toplami \

Jk noktasindaki F», F3 Fskuvvetlerinin X, yoniindeki izdiigiimleri toplami ‘

J [ noktasindaki F; F, kuvvetlerinin £, yoniindeki izdiigiimleri toplami ‘

|\(:1> (%N L‘:)) > L(:))
o £

J [ noktasindaki F; F, kuvvetlerinin X, yoniindeki izdiigiimleri toplami ‘

17
[e°]
L

/<
d>‘\ K)7/ Genel kuvvetler

Yerel ve genel denge matrisi: Sekil 22.9: Dértgen levha ug kuvvetleri

S1,52,53,54,Ss,S¢ , S7, Sg Kuvvetleri x;, x, genel eksenleri yénlindeki genel kuvvetlerdir.

Elemanin genel koordinatlarindan hesaplanan

b
@ =G = + G =) s b= Gy =3+ Gy =) d =N, f=2

. _ Xa1—X2j _ X11—Xqi . _a _ 2
Sina==—=, Cosa==—, Siny=-, Cosy =- (22.31)

cs =SinyCosa—Cosy Sina, ¢, =Cosy Cosa+ Siny Sina

sabitleri asagidaki matrislerde kullanilacaktir.

J%1 0 0 0 -1 —Siny;
|52 | -1 0 0 0 —Cosy F,
133 0 -1 0 0 0
Mol |10 0 0 o ||f| Neeisens
35|~ v | L (22.31a)
Kl s 0 1 0 0 Siny F
36 0 0 1 0 Cosy lF4J
§ 0 0 0 1 0 |z
157 3
5] Lo 0o -1 0 o 1°
N B
Y [y oo
rS17 [ Sina 0 0 —Cosa —c4
1 _ s _
2_2 g‘_’sa CO 8 Séna (;*C 7]
.| S3 —Sina —Cosa
184 Cosa —Sina 0 0 0 |F2|~a@
S5~ - | Fs|
k13 0 Cosa —Sina 0 ¢ || g
Se | 0 Sin « Cos a 0 . F4
%7 0 0 Sina  Cosa 0 -F§-»
S Lo 0 —Cosa Sina 01~
2 B
(22.31c) :
s=BF (22.31d)
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

Goreceli yer degistirmeler ve esneklik matrisi:

v = Fu’JGéreceli yer deéi@tirmeler‘
[ 4B -V -2f
I -V 4/B -V
f== —2B -v 4B
- Et
—v —-2/B —v

|BCosy — vSiny

(% - vﬂ) Siny BCosy —vSiny (% - U,B) Siny

(22.32)
—v BCosy — vSiny]
1 |
-2/B (E—vﬁ)Smy
—v ﬁf osy — vSiny | Esneklik matrisi | (22.32a)
4/B (E—vﬁ) Siny

I
I
2

Gerilmeler:
; I[ 0 ~1+3% 0 2-32 %Slny-”?l]l
11 2
Oy | = ilﬁ(z —3 % 0 ﬁ(—l +3 % 0 ﬁ—ZSin]/” F3 |<”!Normal gerilmeler dogrusal, kayma gerilmesi sabit ‘ (22.33)
01a btl a a 2 | F
- | o 0 0 0 Esiny| F‘;J
H F
g=HF (22.33a)
Asal gerilmeler:
2
Omax = 011:0'22 + (0'11;622) + 0,122
+ - 2 22.33b
Gt = 011 . O22 (0'11 : 0'22) + a2, ( )

20y,
2¢ = ArcTan (*)
011 = Oz
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

22.7 Dértgen plak eleman matrisleri

Sekil 22.10 da dikdértgen bir plak elemanin digim kuvvetleri gér[]lmektedir1. Digum serbestlik derecesi 3, elemanin
serbestlik derecesi 12 dir. Yerel ve genel koordinatlar birbirine paraleldir(transformasyon matrisi=birim matris). Noktalar
saat yoninde numaralanmistir. i noktasinda taniml sy, s,, s3 tekil kuvvetleri, sirasiyla, x; yéniinde kuvvet, x; etrafinda
moment ve x, etrafinda momentti’. Eleman icin sadece 3 denge kosulu(¥x; =0, Y x, = 0,XM,, =0) vardir. 12
kuvvetin 9 tanesi, Fyi,F,,...,Fs badimsiz kuvvettir(elemanin bilinmeyenleri). Przeminiecki'den alinan ve kendi iginde
dengede olan bu kuvvetler Sekil 22.10 da goértlmektedir.

Fg Fg
- S1 rFi
i 22 L:I 5 k F
[ °3 | F3
S Fy F; F,
J Sg F = F5
Se - F
s= 6
=T i a 1 F.
k| sg F F, FsFs 7
59 Dugim kuvvetleri Bagimsiz kuvvetler FB
.| ,Fg_
I 2:10 Sekil 22.10: Dikdoértgen plak eleman (perspektif ¢izim)
11
NP

ifadeleri basitlestirmek igin elemanlara ait blyiikliklerde i indisi kullanilmayacaktir. E: elastisite modiilil, v: Poisson orani,
t:eleman kalinligr, (xq;, x5;): i noktasinin, (x;;,x,;): j noktasinin, (xix, x5x): k noktasinin, (xq;,x;): { noktasinin genel
koordinatlari, yukler ve mesnet kosullari biliniyor varsayillmaktadir. a ve b kenarlari noktalarin genel koordinatlarindan
hesaplanir: a = |xy;_xy;1, b = |xz;-x2]-

Yerel ve genel denge matrisi:

s, [0 2/b 0 0 0 0 0 -2/a -1
il sz 1 1 0 0 0 0 0 0 0. Fy1
[ss] [0 0 0 0 0 0 -1 1 0 ||g
IR 0 -2/b 0 2/a 0 0 0 0 1|g
J{ssf -1 1 0o 0o o o o 0 o
5_6 0 0 -1 -1 0 0 0 0 0 F4 __JYerel ve genel denge 2034
717 o 0 0 —2/a 0 2/b 0 o -1g (22.34)
k| ss o 0o 0 0 -1 -1 0 0 04
(9l Jo 0o 1 -1 0 0o 0o o ol
S10 0 0 0 0 0 -2/b 0 2/a 1f
Ml o0 0 0 1 -1 0 0 o
S22 lgp o 0 0 0o 0o 1 1 04~
S B
s=BF (22.34a)
Goreceli yer degistirmeler ve esneklik matrisi: f = % ile
4B -
4
0 3 B
-v v % Simetrik
4
—v v 0 I
f=-5|-26 0 —v v 4p I (22.35)
- 2 4 _Esneklik matrisi
0 = —v v 0 =P8
3 3
-v -V —% 0 -v v %
2 4
v v 0 v v v 0 % 0
L 0 0 0 0 0 0 0 2(1+wv)abl
v= E _ ijreceli yer degistirmeler (22353.)

1

Bu elemanin tiim bagintilart Przemieniecki, J., S, Theory of matrix structural analysis, McGraw-Hill, 1968 den alinmustir.
% Klasik plak teorisinde kesme kuvveti ve momentler birim genislik i¢in tamimlanr, birimleri, 6rnegin, kN/m ve kNm/m dir. Burada tammlanan diigiim kuvvetleri tekildir,
birimleri, 6rnegin, kN ve kNm dir. Bir diger dikkat edilmesi gereken fark da sudur. Klasik plak teorisinde momentler genellikle x dogrultusunda M, y dogrultusunda M,

ile gésterilir. Sekil 22.10 daki momentler ise eksenler etrafindaki momentlerdir, érneg in, Si momenti xi ekseni, Si momenti ise xi ekseni etrafindaki momenttir.
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22. Eleman tipleri ve matrisleri

Gerilmeler:

&= % = ’;—2 olmak tizere

[f]
2|
2 2 2 2 [ 5|
o), 0 0 5 (143 - (=1+ 31 - 2§) 0 0 52 =3n)|; @ =3mM(=1+29|0||F,|
[;‘Tz =wlfe-39te-3a-| o 0 21439 i-1430-1+2p) 0 0 0 |£5| (22.36)
== 0 0 0 0 0 0 0 0 g
o 7 F7
8
LF,]
T
g=HF (22.36a)
Asal gerilmeler:
_ 2
Omax = 611:0'22 + (0'112622) + 0,122
011+ 0y 011 — Op\2 (22.37b)
Omin = 2 - ( 2 ) + 0122
20
2¢ = ArcTan (*12)
011 = Oz
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