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17. Uggen plak eleman

Kalinli@i diger boyutlarina gére kiiclik ve dizlemine dik ylik etkisinde olan diizlem tasiyici sisteme plak denir. Yapilarin
désemeleri, sivi deposu yan duvarlar ve kdpri plaklar érnek olarak verilebilir. Plak iki dogrultuda kiris benzeri bir davranis

gOsterir.

Plak(d6seme) Plakda yer degistirme

Varsayimlar':

1) Plak x; — x, dUzleminde ve incedir.

2) YUkler x5 dogrultusunda ve x; — x, dizlemine dik etkir.

3) Plak sadece xs ydnlinde yer degistirir, u; yer degistirmesi sadece x; ve x, nin fonksiyonudur.

4) Egilme sonrasi plak kalinhgi degismez, dénmis kesit dizlemi orta dizleme dik kalir: €;3 = 0,&33 = 0,633 = 0,1, # 0(Bu
varsayim, kesme kuvvetinin sekil degistirmeye etkisinin ihmal edildigi anlamina gelir: Kirchhoff plak teorisi)

17.1 Ucgen plak elemanin bagintilari

Cok sayida plak elaman modeli(90 civarinda) vardir. Sekil 17.1 de Gg¢gen bir elemanin yerel yer degistirmeleri ve bunlar
yéninde taniml digim kuvvetleri gérilmektedir. DiJim serbestlik derecesi 3, elemanin serbestlik derecesi 9 dur. Yerel ve
genel koordinatlar birbirine paraleldir degildir. Noktalar saat yéninde numaralanmistir. i noktasinda tanimli @y, @, @3
blyuklikleri, sirasiyla, £; yéniinde yer degistirme, x; etrafinda dénme ve %, etrafinda dénmedir. Bunlara karsilik gelen
31,8,, 85 tekil kuvvetleri, sirasiyla, x; yéninde kuvvet, x; etrafinda moment ve %, etrafinda momenttir®.
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Sekil 17.1: Uggen plak elemanin yerel yer degistirmeleri ve kuvvetleri(perspektif gizim)

ifadeleri basitlestirmek igin elemanlara ait bllyiikliiklerde i indisi kullaniimayacaktir. E: elastisite modiilii, v: Poisson oranl,
t:elemanin kalinh@i, (x4, x2;): i noktasinin, (xqj,x,;): j noktasinin, (xyx, x5;): k noktasinin genel koordinatlari, ylkler ve
mesnet kosullari biliniyor varsayilmaktadir. ifadeleri basitlestirmek igin yerel %z, ekseni i-j diglimlerinden gececek sekilde
secilmistir. i, j, k noktalarinin yerel koordinatlar (0, 0), (0, 9?2]-), (R1p, Xop) dir. 55, %1y, X degerleri genel koordinatlarindan
hesaplanir. /XZ
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k (X5,%,,) < Yerel koordinatlar Yerel Koordinatlar:

(%> X)) <= Genel koordinatlar
b _ _ _ [z 2
€1 = X1j — X1, C2 = X — X1, Ljj =+/¢{ + ¢35
_ _ _ [z 2
€3 = Xy — X14, €4 = Xg — X235, Lyg = /€5 + ¢4
c1 3 T
= ArcCos— =ArcCos—= , a=8—=
B L Y e 2 (17.1)
0,0 /
©0,0) ;
(xli’xli)

fli = 0, 56\21' =0
flj = 0, J’C\Zj = lij
Rip = lpCos(y — a), Xap = Ly Sin(y — a)

Yerel ve genel koordinatlar(eleman kagit diizleminde)

! Bu varsayimlara dayanan ince plak teorisine Kirchhoff teorisi denir(Kirchhoff-Love teorisi veya Poisson- Kirchhoff teorisi de denir) . Kalin plak teorisi Mindlin-Reissner
adim alir. Ayrica kesme sekil degistirmelerini de dikkate alan Timoshenko plak teorisi vardir.

% Klasik plak teorisinde kesme kuvveti ve momentler birim genislik icin tammlanir, birimleri, Srnegin, kN/m ve kNm/m dir. Burada tammlanan diigiim kuvvetleri tekildir,
birimleri, 6rnegin, kN ve kNm dir. Bir diger dikkat edilmesi gereken fark da sudur. Klasik plak teorisinde momentler x dogrultusunda M, y dogrultusunda M, ile gosterilir.

Sekil 16.2 deki momentler ise eksenler etrafindaki momentlerdir, 6rnefiv‘in, §i momenti J?] ekseni, §i momenti ise J?i ekseni etrafindaki momenttir.
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17. Uggen plak eleman

Elemanin yer degistirme fonksiyonu

Elemanin i;(%;, %,) yerel yer degistirmesi icin segilecek Ritz fonksiyonu 9 parametreli olabilir, ¢linki serbestlik derecesi 9
dur. Yer degistirme fonksiyonunu Gallagher'

U3 (X1, %2) = a1 + Ax%; + a3%y + A4k + ast X, + agk? + a, 23 + agh X2 + aks (17.2)
Tocher® ve Przemieniecki®

U3 (R, %) = a1 + Ax%; + a3%y + Q4R + as® Xy + agx2 + a,23 + ag(%, 22 + £28,) + aoks (17.3)
olarak segmektedirler. 17.2 fonksiyonu, £Z%, terimi olmadigindan, simetrik degildir. Burada Tocher'e ait 17.3 simetrik
fonksiyonu kullanilacak, bu fonksiyon igin bagintilar Przemieniecki® den alinarak asagida verilecektir.

/j3 yanﬁnde yel‘ degi§tirme: ﬁ3(£1,£2) =aq + a25€'\1 + a3£2 + a4£% + asflfz + a6£22 + a7k\f + ag(flfzz + 2%22) + agfg

=~ M 0 ~ o o o o PN o o2 6nme: poziti
%, etrafinda donme: §u3 (xl'xz) =a;+as®, + 2a6x2 + ag(2X1X2 + x12) + 3a9x22 __—Saatin ters yoniinde donme: posz‘ 174)
2

ISaat yoniinde donme: negatif ‘

N . ? -~ o o - - - - s o
X, etrafinda dénme: — ——3(%,, £;) = —a; — 2a,%; — as%; — 3a,%2 — ag(R2 + 2%,%,) -
1

Yerel sinir sinir kosullari

i(0,0) noktasinda:
ﬁl =q 4441?2 yoniinde yer deéistirme‘ \

fl, = s —% erafinda donme
fl. = g, — % ctrafinda donme|
Uz = —a,

Jj(0, £,;) noktasinda: J

~ ~ N ~3 X3 yoniinde yer degistirme
fly = a; + az%yj + agks; + agky YELCesss
ﬁs =asz + 2a6£2j + 3&;5@%4@ >(175)
e = —ay — 4%y~ g2, o craiinda donme|

k(%1x, X,5) noktasinda: J ‘
~ o o ~2 PPN o2 o3 s o2 o2 o o3 _—X2 yoniinde yer degistirme
;= ay + apRyx + asRo + AuRD + asRip o + AR5, + a7 X3 + ag(Rurk2y + R Rk ) + aok3y

flg = as + as®yy + 2062y + ag(2R1x%ax + R ) + 3a0%3; %, etrafinda donme

flg = —ay — 2a,48yy — asfax — 34785 — as(fzzk + 221k£2k)‘ 2, etrafinda donme J

17.5 bagintilar matris olarak:

- 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1
allo 0 1 0 0 0 0 0 0 ([
ﬁz 0 -1 Ao 0 0 g 0 0 g Zz
a, 1 0 Xy 0 0 %3 0 0 % az
a0 o 1 0 0 2%, 0 0 322 ||a, (17.6)
fg| [0 -1 0 0 -%,; 0 0 -2} 0 ilas
7'}7 1 Ry Roe  Rh | RuRox X% 2 | Rukde + RBky 23, Zi
Ul fo 0 1 0 Rk 2%y O 2RyRop + R 325 ||,
oolo -1 0 2%l —%, 0 323 —RB -2%,%, 0 I
u

= ¢

Elemanin yerel rijitlik matrisi

A = ﬁlkﬁzj, B = 22] +£2k' C = ﬁZ] + Zﬁzk, D = £22] + £2j£2k+£22k Olmak Uzel’e

k= _EE
= 12(1-v?)
0
0 0
00 0
0 0 O 2A Simetrik
(¢~Hr10 0 0 0 (1-v)A ot (17.7)
00 0 204 0 24
00 0 2%1,A 0 208, A 3%2,4
0 0 0 |2A@Ru+B) >(1—0)A@y+B) ARy +VB)| ZyA@Ry +3 C) (1 - gu)A(fchk + 21;C + D) =3 (1 = V)R, AC
00 0 20AB 0 2AB 208, AC A (%;?Mc + uD) 34D|

! Gallagher, R. H., Finite Element Analysis, Springer Verlag, 1976.
2 Tocher, J. L., Analysis of plate bending using triangular elements, Ph. D. dissertation, Civil Engineering Dept., University of California, Berkeley, 1962.
3 Przemieniecki, J., S, Theory of matrix structural analysis, McGraw-Hill, 1968.
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17. Uggen plak eleman

17.6 bagintisindaki ¢ matrisinin terimleri elemanin digim noktalarinin yerel koordinatlarini icermektedir, sabit sayilardir.

17.7 deki g‘l matrisi(¢ nin tersi), analitik olarak ¢ok karmasik oldugundan, bilgisayarda sayisal olarak hesaplanmalidir. 9‘1
belirlendikten sonra 17.7 carpimi yapilarak k hesaplanir.

Rijitlik matrisi, digum yer degistirmeleri ve eleman kuvvetleri arasinda, bilindigi gibi,

E@ - (17.8)
bagintisi vardir.
Elemanin transformasyon matrisi
€1 = Xqj — X14,Cp = Xpj — Xpi, Lij =cf +¢5
C3 = Xy — X14, Ca = Xop — Xpq, Lye =+/c5 +¢f
B = ArcCos =, y = ArcCosZ , a=p-2
lij Lik 2
1 0 0
t=10 Cosa Sina
0 —Sina Cosa
I s (17.9)
1|, F
s | Us |
ﬁz} E g g Uy
jlas|=[0 ¢ of|usp
g| [0 0 t]|us
] —u,
. b T k
i noktasinda yerel ve genel yer kg Ug
degistirmeler (eleman kagit diizleminde [, U
ve =) =~ u
Elemanin genel rijitlik matrisi
k=TTkT (17.10)

Sistem denge denklemleri

ak: 6.6
KU=p °

kurularak ¢ozllir ve U sistem yer degistirmeleri bulunur. i elemanin i, j, k diguimindeki genel yer degistirmeler(
Uy, Up, Uz, Uy, Us, Ug , U7, Ug, Ug degerleri) U nun i, j, k nolu diglmdindeki degerler alinarak u belirlenir. 17.9 dan @i ve 17.8 den
eleman yerel kuvvetleri § hesaplanir.

Yorum:
'Yukarida bagintilari verilen (¢gen eleman soniu elemaniar metodunun ilklerindendir ve 1960-1962 arasinda Tocher
tarafindan gelistiriimistir. Bu nedenle Tocher-T9 plak eleman: da denir.

Tocher-T9 plak elemaninin davranisi kétiidir. On plana gikan iki dnemli 6z{iril vardir:

1)17.6 daki ¢ matrisi koordinal sisteminin konumuna ve elemanin boyutuna bagh olarak tekil, vani ¢! tanimsiz
olmaktadir. 2%, = X;;—%y; durumunda ¢ ' hesaplanamaz.
R)Hassasiyeti ve yakinsamasi kétiidir. Eleman sayisi arttikga dogru sonuca varmasinin garantisi yoktur.

Netice olarak Tocher-T9 ligcgen elemanina glvenilmez. Zaten ticari yazilimlarin hic biri bu elemani kullanmamaktadir. Ticari
vazilimlar cok daha ylksek serbestlik derecesi olan Uc¢gen eleman kullanmaktadirlar. Tarihsel dederi, basitligi ve sonlu
eleman gelistirme adimlarinin anlasilir olmasi nedeniyle burada yer verdik.

Daha iyi plak eleman icin arastirmalar devam etmektedir: In spite of fifty years of efforis all over the world "the best”
finite element for plate/shell problems is still to be dicovered .

! Chroscielewski, J., v.d., Fifty years of finite element analysis of plates and shells (1960-2010), 19th international conference on computer methods 1n
mechanics, CMM 2011, May 9-12, 2011, Warsaw, Poland
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Yorum:

Yukarida bagintilari verilen G¢gen eleman sonlu elemanlar metodunun ilklerindendir ve 1960-1962 arasinda Tocher
tarafindan geligtirilmistir. Bu nedenle Tocher-T9 plak elemani da denir.

Tocher-T9 plak elemaninin davranisi kétiidiir. On plana gikan iki dnemli 6ziirii vardir:

1)17.6 daki ¢ matrisi koordinat sisteminin konumuna ve elemanin boyutuna bagh olarak tekil, yani ¢~! tanimsiz
olmaktadir. 2X,; = —Xy; + X,; olmasi durumunda ¢~ hesaplanamaz.
2)Hassasiyeti ve yakinsamasi kétiidir. Eleman sayisi arttikgca dogru sonuca varmasinin garantisi yoktur.

Netice olarak Tocher-T9 li¢ggen elemanina glivenilmez. Zaten ticari yazilimlarin hi¢ biri bu elemani kullanmamaktadir. Ticari
yazilimlar ¢ok daha yuksek serbestlik derecesi olan tiggen eleman kullanmaktadirlar.

Tarihsel degeri, basitligi ve sonlu eleman gelistirme adimlarinin anlasilir olmasi nedeniyle burada yer verdik.
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