16. Dértgen plak eleman

16. Dikdortgen plak eleman

Kalinli@i diger boyutlarina gére kiiclik ve dizlemine dik ylik etkisinde olan diizlem tasiyici sisteme plak denir. Yapilarin
désemeleri, sivi deposu yan duvarlar ve kdpri plaklar érnek olarak verilebilir. Plak iki dogrultuda kiris benzeri bir davranis

gOsterir.

Plak(déseme) Plakda yer degistirme

Varsayimlar':

1) Plak x; — x, dUzleminde ve incedir.

2) YUkler x5 dogrultusunda ve x; — x, dizlemine dik etkir.

3) Plak sadece xs ydnlinde yer degistirir, u; yer degistirmesi sadece x; ve x, nin fonksiyonudur.

4) Egilme sonrasi plak kalinhgi degismez, dénmis kesit dizlemi orta dizleme dik kalir: €;3 = 0,&33 = 0,633 = 0,1, # 0(Bu
varsayim, kesme kuvvetinin sekil degistirmeye etkisinin ihmal edildigi anlamina gelir: Kirchhoff plak teorisi)

16.1 Dikdértgen plak elemanin bagintilari

Cok sayida plak elaman modeli(90 civarinda) vardir. Sekil 16.1 de dikddrtgen bir elemanin yerel yer degistirmeleri ve bunlar
yéninde tanimli digim kuvvetleri gérilmektedir. DGGum serbestlik derecesi 3, elemanin serbestlik derecesi 12 dir. Yerel ve
genel koordinatlar birbirine paraleldir(transformasyon matrisi=birim matris). Noktalar saat yoninde numaralanmistir. i
noktasinda tanimh 4, #,,4; bOyUklikleri, sirasiyla, X; yoninde yer degistirme, %, etrafinda dénme ve X, etrafinda
dénmedir.zBunIara karsilik gelen 34, 3,, §5 tekil kuvvetleri, sirasiyla, X; ydoninde kuvvet, %; etrafinda moment ve x, etrafinda
momenttir®.
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o LS121
114, 12

ifadeleri basitlestirmek igin elemanlara ait bilyiikliiklerde i indisi kullanilmayacaktir. E: elastisite modiilii, v: Poisson oranl,
t:eleman kalinligi,  (xq,x5;): i noktasinin, (x;;,x5;): j noktasinin, (xqx, xz;): k noktasinin, (xq;,x5;): [ noktasinin genel
koordinatlari, yUkler ve mesnet kosullar biliniyor varsayilmaktadir. a ve b kenarlari noktalarin genel koordinatlarindan

hesaplanir: a = |xy;_xy;l, b = |xzj-xy].

Elemanin yer degistirme fonksiyonu ve rijitlik matrisi

Elemanin @i;(%, X,) yerel yer degistirmesi ié:in secilecek Ritz fonksiyonu 12 parametreli olabilir, ¢linkli serbestlik derecesi 12
dir. Yer degistirme fonksiyonunu Gallagher”, Przemieniecki", Zienkiewicz®

1’13(21,22) =aq + azfl + a3£2 + a4£% + asflfz + a6£22 + a7£% + agfffz + agflfzz + a103?23 + allfffz + a12£1£23 (1 61)

! Bu varsayimlara dayanan ince plak teorisine Kirchhoff teorisi denir(Kirchhoff-Love teorisi ve Poisson- Kirchhoff teorisi de denir) . Kalin plak teorisi Mindlin-Reissner adin
alir. Ayrica kesme sekil degistirmelerini de dikkate alan Timoshenko plak teorisi vardir.

% Klasik plak teorisinde kesme kuvveti ve momentler birim genislik icin tammlanir, birimleri, 6rnegin, kN/m ve kNm/m dir. Burada tammlanan diigiim kuvvetleri tekildir,
birimleri, 6rnegin, kN ve kNm dir. Bir diger dikkat edilmesi gereken fark da sudur. Klasik plak teorisinde momentler genellikle x dogrultusunda M,, y dogrultusunda M, ile
gi)’slerilir. Sekil 16.2 deki momentler ise eksenler etrafindaki momentlerdir, 6rnegin, §, momenti X;ekseni, §3 momenti ise X, ekseni etrafindaki momenttir.

“ Gallagher, R. H., Finite Element Analysis, Springer Verlag, 1976.

* Przemieniecki, J., S, Theory of matrix structural analysis, McGraw-Hill, 1968.

S Zienkiewicz, O., C., The Finite element method in engineerin% science, McGraw-Hill, 1971.
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16. Dértgen plak eleman

olarak se¢cmektedirler. Bu fonksiyon ile, elemanlarin ortak kenarlari boyunca(digumler hari¢) sureklilik saglanmaz, donmeler
farkli olur. Bu nedenle bu elemana "incompatible" eleman denir. "compatible" dikddrtgen eleman rijitlik matrisi Przemieniecki’

sayfa 123 den alinabilir.

16.1 fonksiyonu igin, rijitik matrisinin ¢ikartilmasi ders notlarinin kapsami disindadir, Przemieniecki den alinarak asagida

verilmistir:
C=a% F=b?, H=§ ) G=% ,P=14—4v, Q =1+4v, R=1—-v olmak lizere:
o~ Et3
k= 120—vHab j i l (16.2)
[ 4(H+6)+7
i| (26+9)p  (F+)F
—(ZG +%)a —vab (%+%)C
2(H -26) - % —(zc +§)b (—H+§)a 4(H+6)+%
| @+ (E-LHF 0 ~(26+9p (£+%)F Simetrik
(—H+§)a 0 (%—%)c —(2H+§)a vab (%+§)c
—2(H +6) +% (—G +§)b (H—g)a ~2(2H-6) -7 (—G +§)b (2H +§)a 4(H + G)P/5
k (6-%)b E+E)rF 0 (-6+Yp (2-%)r 0 ~(26+9)b 4 +6)+%
(-H+5)a 0 (o] -(@Hega 0 (F-f)e) (H+Ye e (F+TF
~2(2H - 6) - % (G—%)b (2H+§)a —2(H+6)+7 (G )b (H—g)a 2(H-26) ¢ (20+§)b (H—%)a 4(H +6) +7%
2G 4R R G R R 2G R 4G 4R
I (e-9p  (F-9)F 0 (-6+9)p (G+i)F 0 —(26+5)p (F-H)F 0 (26+9p (F+3)F
R 2H R R H R 2H 4R 4H 4R
(20 +5)a 0 (G0l (-H+5)a 0 Go)el (#-9a G-l @i+3)a var  (F43)cC
Rijitlik matrisi, digim yer degistirmeleri ve eleman kuvvetleri arasinda, bilindigi gibi,
ka=3 (16.3)

bagintisi vardir. Sistem denge denklemleri

ak: 6.6
KU=p °

kurularak ¢ozulir ve U sistem yer degistirmeleri bulunur. i elemanin i j, k [ digimindeki yer degistirmeler(
Uy, 0y, U, Uy, Us, Ug , U7, Ug, Tg , 4, 141, T4, degerleri) U nun i, j, & [ nolu digumuindeki degerler alinarak @ belirlenir ve 16.3

den eleman kuvvetleri hesaplanir.

Ornek 34.1: Teorik ¢oziimi Timoshenko' tarafindan verilen doért tarafindan ankastre ve merkezinde P=100 kN tekil yiikii
olan kare plagin(sekil 34.1) ¢6zimi 8 farkl model icin SEM2015 programi ile yapilacaktir.

Malzeme: E = 30 - 106%,1; =030
Plak kalinhgi: t = 0.10 m

Plak x; ve x, eksenlerine gére simetrik

ij / X, oldugundan dortte biri modellenecektir.

X Bu kenarlardaki noktalar

hlg,hll \u degigtiremez

ts

| » Bu kenardaki noktalar| /
X etrafinda donemez
P=100 kN P=25kN //
R ! : Jx
X Bu kenardaki noktalar

x; etrafinda donemez

?m

Dort kenari ankastre kare plagin dértte

\ = |
| L=4 m "

Sekil 34.1: Dort kenari ankastre kare
plak(perspektif goriiniis)

Teorik ¢6ziim:

Timoshenko plak merkezindeki ¢Okmeyi 6=0.0056PL2%;”2) olarak vermektedir.

5 12(1-0.32)

4
30-105-0.13

= 0.00326 m ~ 3.26 mm dir.

! Timoshenko, S., Plak ve kabuklar teorisi(terciime M. fnan v.d.), iTO yayini, 1964, sayfa 220
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16. Dértgen plak eleman

Timoshenko plagin a noktasinda birim boya yayili mesnet momentini M.=0.1257P (Ust lifte ¢ekme) olarak vermektedir. Buna gbre
M,=0.1257"100=12.57 kN'm/m dir. Bu momenti SEM2015 programi ile ayni noktada hesaplanacak olan moment ile dogrudan
karsilastiramayiz. Cunki Hesaplanacak moment tekildir. a noktasindaki geriimeyi karsilastirmak daha basit bir yoldur. a noktasindaki
gerilme

oa:%y (mukavemet) genel bagintisindan hesaplanabilir. | atalet momenti 1xt plak kesitinde hesaplanir: 1=%13=8.33-10-5 m*.

y=+t/2=0.1/2=0.05 m dir (st lif igin). Buna gére g, = 22y = 257

17 7 833105
hesaplayacagi o, gerilmesi ile dogrudan karsilastirabiliriz.

0.05 = 7547 %olur. Bu geriime degerini programin ayni noktada

Plagin dortte birinin hesap modelleri

4 3 o 3 i s 16 T 3 7 25
; . R 13 14 15 16
3 4 i3 7 8 5 20
& 0 T 12
9 10 11 12
1 @ 6 4 5 6 1 T T F 15
5 6 7 8
& 8
1 2 3 3 & 10
1 2 3
1 2 3 4
T 2 T 3 T 3 4 T 3 o
Ix1=1 eleman agt 2x2=4 eleman ag1 3x3=9 eleman ag1 4x4=16 eleman ag1
B3 54 BS 36 @ SR T ) c: a—T] 7 8 T 6@ 61 [BZ [63 |64 3 74 /S |76 [77 |78 |79 pa Bl
21| 22| 23| 24| 25 31| a2| 23| 24| 5| 36 43| 44| 4s| 46| 47| 48| a9 57| s8 59 6@ 61 62 63 64
55— 5T 575556 &4 65 66 7 BB 69 [7/@ 7T |72
728 a— e B v e R ez 36| 37| =8| 29| 4o 41| a2 49 sel 51 52 53 54 55 54
25| 26| 27| 28| 29| 30 B2
16| 17| 18 19| 20 N I T T N T 541 642 743 844 94560466147 4863
S < 1 RN <SIN < 29| 30| 31| 32| 33| 34| 35
T a—T1 46 A7 @8 @9 5o 51 T 54
9 20 21 22 23| 24 x B8 B9 pe 33 34 35 3¢ 37 38 39 49
11 12 13 14 15 R 7128 22| 23| 24| 25| 26| 27| 28 B7 B8 39 |40 @1 Bz B3 @4 145
T . 13| 14| 1s| 16| 17| 18 T BT [32 25| 26 27 28 29| 3¢ 31 32
15| 16| 17| 18] 19| 20| 21 75 25 |30 Bl [z B3 [3F |55 6
3 7 8 9 18 R A R A N Sl b - 17 18 19 20| 21 22 23 24
7| 8| 9| 1 11| 12 i:amvoamray T A 75 26 |27
& 7 0 T 12 8| 9| o] 1] 12| 13) 14 9| 19 11 12 13 14 15 14
e P [ mE = 4 e I iz 13 1% |15 16
1 2 3 4 s D O I N R o 1T 1z |13 |14 (15 16 [I7 |18
1] 2] 3| 4| 5| 6] 7 1| 2] 3| 4| 5| 6| 7|8
T 3 7 6 T s (3 T 34 (3 8 T 32 3 59
5x5=25 eleman ag1 6x6=36 eleman ag1 7x7=49 eleman ag1 8x8=64 eleman ag1

Programin ¢iktilari ilk iki model icin tam, diger modeller icin kismen asagida verilmig, ¢dbkme ve a noktasindaki gerilmeler
teorik ¢6zUm ile karsilastiriimistir.

@ Ahmet TOPCU, Eskigehir Osmangazi Universitesi Mihendislik Mimarik Fakiiltesi, Sirim: 18 Ekim 2015
SEM2015

Grnek16.1 Dértgen PlalcWodel 1x1 >

SIsSTEM:Flak

Mokta sayisi: 4, Eleman sayisi: 1

Sistemin serbestlik derecesi: 12, Yari band genisgligi :11
Mokta yiik sayisi: 1, Sinir kosulu sayisai: 11

sisTeMin YER DEEISTIRMELERI:

Nokta U2 {rad) U3 {rad)

1 o] o]

2 o] o]

3 o] o]

4 o] o] o]

Ruvvetler:

Eleman Nokta Yon-3(kN) Mx ( KIm) My (kNm)

1 1 -25 -11.55 11.55

1 3 10.8 -10.13 2.85

1 4 3.41 -4.07 4,07

1 2 10.8 -2.85 10.13

GERILMELER:

Eleman Nokta Sigll (kN/m?) S5ig22 (kN/m?) Sigl2 (kN/m?)
1 1 -11078.55 -11079.55 -8984,32
1 3 2556.82 8522.73 -854 .32
1 4 0 o] -894 .32
1 2 ¢ 8522.73 > 2556.82 -904.32

Gerime
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@ Ahmet TOPCU, Eskigehir Osmangazi Universitesi M iihendislik Mimarik Fakiitesi, Sirim: 18 Ekim 2015

SEM2015

Ornek16.1 Dértgen PI

SISTEM:FPlak
Nokta sayisi: 9,

Nokta yik sayisi: 1,

sisTEMIN ¥YER DEGISTIRMELERI:
Hokta o U2 {rad)

1 4]
2 -0.001574 4]
3 [} 4]
4 -0.001574 0.002579
3 -0.000802 0.001208
8 1} 4]
7 1} 4]
&8 1} 1]
3 0 0
GERILMELER:

Eleman Nokta 5igll (kN/m?)
1 1 -22782.4
1 4 1054.09
1 3 -4297.69
1 2 14052.97
2 2 -1645.3
2 5

2 3

2 3

3 4

3 7 .

3 8 -796.69
3 3 5655.33
4 3 33.34
4 g8 1185.42
4 9 1]
4 6 3951.38

@ Ahmet TOPGU, Eskigehir Osmangazi Universitesi Mihendislik Mimanik Faktitesi, Strim: 18 Ekim 2015

SEM2015

Eleman sayisi: 4
Sistemin serbestlik derecesi: 27,

U3 {rad)

0
-0.002579
0

0
-0.0012086

19

5ig22 (kN/m?)
-28889.2

14632
-13380
12688
-9841

1185.

Grnek16.1 Dértgen Plak-Model 3x3 >

SISTEM:FPlak
Nokta sayisi: lg,

Nokta yik sayisi: 1,

sisTeMin YER DEEISTIRMELERI:

Eleman sayisi: 9
Sistemin serbestlik derecesi: 48,

.42
.75
.24
.66
6303.2
1185.
2120.
-259.
T067.
-2655.
TT32.
33.
3951,

42

HNokta U2 {rad) U3 {rad)

1 0 0

2 .002305 0 -0.0024&8

3 -0.0007&7 0 -0.00198

4 Q 0 0

5 -0.002305 0.002468 0

] -0.001693 0.001575 -0.001575

7 -0.000581 0.000518 -0.001495

g Q Q Q
GERILMELER:

Eleman Nokta Sigll (kN/m?) S5ig22 (kN/m?)
1 1 -35982.88 -61610.03
1 5 T263.35 41885.16
1 3 -15371.07 -452809.41
1 2 24180.15 40842.69
2 3 16015.69 16315.46
3 3 -1202.99 -11605.26
3 7 4793.03 10349.82
3 g 3 1661.52
3 4 2185.64
4 3 -139%85.19 -17164.25
4 ] 3418.27 16186.62

Yari band genisligi :14
Sinir kosulu sayisi:

16. Dértgen plak eleman

SiglZ (kN/m?)

-1414

.11

170.2
1754.5
170.2

g8z,
2084.
500.
-801.
602,
-801.
500.
2084.
1858.
466.
-924.
466.

Yari band genislifi :17
Sinir kosulu sayisi: 27

87
63
33
63
&7

Sigli (kN/m?)

-1363.
180.
1725.
180.

-2a7.
355.
1252,
413.
—-483.
438.
-2a7.

g1
64
09
64

Ruvvetler:
Eleman

CERC SR SR PR S R PR TR O I O I O O I e

Nokta

[ =T TR PR . SR, B W T S I, T S B

oh o e oLnoLn

Yon-3 (kM)

-25

9.
6.
9.
-8
0
1.
7
-9
7
1

0.
-7.
4.
-2.

4.8

39
21
39

.30
.43

23

]
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@ Ahmet TOPGU, Eskigehir Osmangazi Universitesi Mihendislik Mimarik Fakiltesi,

SEM2015

Ornek16.1 Dértgen Plak-Model 4x4

SISTEM:FPlak

Nokta sayisi: 25, Eleman sayisi: la

Sistemin serbestlik derecesi: 73, Yari band genisligi
Nokta yik sayisi: 1, Sinir kosulu sayisxi: 33

SisTEMIN YER DEGISTIRMELERI:

Sordm: 18 Ekim 2015

120

Nokta Ul (m U2 (rad) U3 {rad)

1 1] 1}

2 -0 oTrEe3T 0 -0.002251

3 -0.001471 0 -0.002309

4 -0.000458 0 -0.001e27

GERIILMELER:

Eleman Nokta Sigll (kN/m?) 5ig22 (kN/m?) 5igl2 (kN/m?)
1 1 -52311.72 -108012.57 -1338.3
1 8 18712.41 84425.63 1el.56
1 7 -30372.86 -91268.76 legl.42
1 2 38372.74 g4081.22 161.56
3 4 18356.4 18378.9 -151.7
4 4 -826.26 -12857.98 228.84
4 9 65532.1% 13034.87 822.56
4 10 1885.52 2BZ.B
4 5 22149.81 -308.82
5 8 -53546.59 421.38

@ Ahmet TOPCU, Eskigehir Osmangazi Universitesi Mihendislik Mimarik Fakiitesi,

SEM2015

Ornek16.1 Dértgen Plak-Model 5x5>

SISTEM:Plak

Nokta =sayisi: 36, Eleman sayisi: 25
Sistemin serbestlik derecesi: 108,
Nokta yilk sayisi: 1, Sinir kosulu sayisi: 43

SISTEMIN YER DEGISTIRMELERI:

Slrin: 18 Ekim 2015

Yari band genisligi :Z23

Nokta U2 (rad) U3 (rad)

1 1] 1]

z .002821 0 -0.002053

3 -0.001324 0 -0.002347

4 -0.001019 0 -0.002103

5 -0.000305 0 -0.001384

6 0 0 0

GERILMELER:

Eleman Nokta Sigll (kN/m?) 5ig22 (kN/m?) S5igl2 (kN/m?)
1 1 —72214 .42 -168015.53 -1324.74
1 7 34B04.88 141398.72 150.3
1 8 -48228.1% -150851.01 1825.33
1 2 56593.24 141601.44 150.3
2 2 -52804 .48 -13871e6.57 423.78
4 3 149928.9 19680.23 -111.32
a3 3 -486.46 -13635.3 167.91
a3 11 T704.74 14717.15 584,69
a3 1z relg 2008.86 201.94
a3 3] 2233.24 —-214.84
3 7 -105804.24 423.78

@ Ahmet TOPCU, Eskigehir Osmangazi Universitesi Mihendislik Mimarik Fakiltesi,

SEM2015

Ornek16.1 Dértgen Plai-Model 6x6

SISTEM:Plak

Nokta sayisi: 49, Eleman sayisi: 36

Sistemin serbestlik derecesi: 147, Yari band geniglig
Nokta yik sayisi: 1, Sinir kosulu sayisai: 51

sIisTeMin YER DEEISTIRMELERI:

Nokta Uz (rad) U3 (rad)
1 Q Q
2 0 -0.001883
3 -0.002223 0 -0.0022%¢6

Ahmet TOPGU, Sonlu Elemanlar Metodu, Eskisehir Osmangazi Universit

Sordm: 18 Ekim 2015

GERILMELER:

Eleman Nokta 5igll (kl/m?})
1 1 -95847. 82
1 8 53319.28
1 g -T2005.28
1 2 TEE46.0896
e o LAUI T ad
6 2 —-219.42
6 13

6 14

g 7

7 8

si, 2015, http://mmf2.oqu.edu.tr/atopcu/

5ig22 (kw/m?)
-241582.84
21247¢6.8
-224258.7
213159.8
AUJdim.1
-14158.21
15852.16
2080.98
2241.29
-173007.85

5igl2 (kN/m?)
-1316.84
143.21
1603.26
143.21
“00.L117
127.15
434.65
150.42
-157.08
427,54

Sayfa 147



16. Dértgen plak eleman

@ Ahmet TOPCU, Eskigehir Osmangazi Universitesi Mihendislik Mimanik Fak(itesi, Strim: 18 Ekim 2015

SEM2015

&rnek16.1 Dortgen Plaklodel 7x7_>

SISTEM:Flak
Nokta sayisi: 64, Eleman sayisi
Sistemin serbestlik derecesi: 19

sisTEMIN YER DEGISTIRMELERI:
Hokta U2 {rad)

1 4]

2 . 4]

3 L002431 o -
4 -0.001777 [
3 -0.001133 o -
8 -0.000371 o -
7 -0.000163 o -
&8 1] 1]
GERILMELER:
Eleman Nokta Sigll (kN/m?)
1 1 -123308
1 ] 80137.73
1 10 -98736.73
1 2 105136.16
P) 2 -1n4a1a? &G

6 7 21817.55
7 7 -4.35
7 135 9147.45
7 1a
7 8
8 9

: 49

2, Yari band genisligi :29
MNokta yik sayisi: 1, Sinir kosulu sayisi: 59

U3 {rad)

0
-0.00174
0.002217
0.002317
0.002149
0.001743
0.001064

0

Sig2Z2 (kN/m?)
-328689.86
297471.6
-311146.65
298570
—20FRR2T F
21240.94
-14530.92
16661.08
2128.5%6
2246.57
-254705.84

Sigl2 (kN/m?)
-1311.89
138.61
1589.11
138.61

a4an 7

-71.47

09,44

© Ahmet TOP CU, Eskigehir Osmangazi Universitesi Mihendislik Mimarik Fakiltesi, Strtm: 18 Ekim 2015

SEM2015

Ornek16.1 Dortgen Plai-Model 8x8

515TEM:Plak

Nokta sayisi: Bl, Eleman sayisi: &4

Sistemin serbestlik derecesi: 243,

Nokta yik sayisi: 1, Sinar kosulu sayisi: &7

sisTEMIN YER DEEISTIRMELERI:

Nokta Uz (rad) U3 (rad)

1 ] ]

2 -0, 0 -0.001618

3 -0.002581 0 -0.002128

4 -0.002021 0 -0.002309
GERILMELER:

Eleman Nokta Sigll (kN/m?) 5ig22 (kN/m?)
1 1 -154646.65 -429320.04
1 10 109188.67 306267.66
1 11 -120446.13 -411586.04
1 2 135462.33 387731.12
8 8 172.21 -14808.36
8 17 9623.29 17263.02
8 18 7100.41 2157.12
8 ] _C7500.61 > 2250.18
9 10 -1 T 2% -350631

Yari band geniglifi :32

Sigl2 (kN/m?)
-1308.59
135.49
1579.57
135.49

79.8
266.
o1.
-84,
433.

=

B Nwe

Model &: Plak merkezinde ¢okme | Hata | A noktasmdazgerilme Hata
(mm) % kN/m %
1x1 3.45 5.8 8523 12.9
2x2 3.57 9.5 7067 6.4
3x3 3.44 5.5 7285 3.5
4x4 3.38 3.7 7399 2
5x5 3.35 2.8 7444 1.4
6x6 3.33 21 7471 1
7x7 3.31 1.5 7489 0.8
8x8 3.30 1.2 7501 0.06
Teorik 3.26 0 7547 0
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