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13. Ucgen levha eleman, diizlem sekil degistirme durumu w

istinat duvari, basingh uzun boru, tiinel, agirlik baraji gibi yapilar diizlem levha gibi davranirlar. Uzun dogrultuda yer ve
sekil degistirme olmaz, sekil degistirmeler diizlem i¢inde kalir. Asagidaki sekilde goérilen érneklerde xs dogrultusunda yer
ve sekil degistirme olmaz, ama bu dogrultuda gerilme olugur. Analiz igin yapidan birim kalinhkta diizlem bir dilim ¢ikartihr
ve levha olarak ¢6zuldr, levha x; — x, dizlemindedir.

A

b1

istinat duvari Birim kalinlikta dilim Basing¢li boru Birim kalinlikta dilim

Yikler levha dizlemi igindedir, x; dogrultusunda yuk yoktur.

I g e =
Sadece x; ve x, dogrultusunda yer degistirme vardir: u, (x4, x3) ve u,(xq, X3). ‘Pyzlbenl: sgljlly_de%sélrme varsayimlari ve bagintilar:
1¢1n bak: bolum Z.

Dizlem sekil degistirme durumu s6z konusudur. gy, (X1, X2), 022 (X1, X3), 033(%1, X3), 012(x1, x2) gerilmeleri olusur.

13.1 Ucgen levha elemanin bagintilari

Levha sistemin i-j-k digimlerine bagh i. elemani sistemden

cikarilarak sekil 13.1 de gdsterilmigtir. DGgim numaralari, i-j-k,

saatin ters ydnindedir, sistemin tim elemanlari bu kurala gére

numaralanmalidir. Genel ve yerel koordinat sistemi birbirine X2
paraleldir. Transformasyon matrisi birim matris oldugundan, genel

ve yerel rijitik matrisi ayni olacaktir. Bagintilar genel koordinat X
sisteminde yazilacaktir. DUgUm serbestlik derecesi 2, elemanin s oemel 5 _
serbestlik derecesi 2:3=6 dir: Sekil 13.1: Uggen elemanin yer degistirmeleri

u yer degigtirmeleri yéninde Ttanlmll, fakat §ek|I.de gosterilmemis, o 5 siasita 72, s@RRGE momsl yer da ki

s=[s1 S2 S3 S+ Ss Se]" genel kuvvetleri vardir. Levha l [Uz ! J noktasinda x, yoniinde genel yer degistirme
. P . o . . I

probleminde digum kuvvetleri degil, eleman icindeki oy, (x1, x2), Tl

?_22 (xlv J.CZ)v 0.33(x1., xz) .V? 012 (xlv xz) gen_l_m?le_':' hesap'lanllr: u J |u4 I ‘j noktasinda x, yoniinde genel yer degistirme

Ifadeleri basitlestirmek icin elemanlara ait blytkliklerde i indisi K |u5] 7 st 7 s@is gomsl yer detine

kullaniimayacaktir. E elastisite moddll, v: Poisson orani, ugh K nokiasinda x, yoniinde genel yer degistirme

(%15, x23): i noktasinin, (xqj,x5;): j noktasinin, (xq, xz1): K
noktasinin genel koordinatlari, yikler ve mesnet kosullar biliniyor
varsayllmaktadir. Tim elemanlarin kalinligi sabit ve 1 dir.

Elemanin yer degigtirme fonksiyonlari(Ritz fonksiyonlari):

Elemanin uq(xq,x,) ve u,(xq,x,) yer degistirmeleri igin secilecek Ritz fonksiyonlarinin her biri 3 parametreli olabilir,
¢unk( serbestlik derecesi 6 dir. Yer degistirme fonksiyonlari:

U (%1, %2) = ag + azx; + azx;
Uy (X1,X3) = aq + asx; + agx; (13.1)

dogrusal olarak segilebilir. Eleman geometrisi ve yer degistirme fonksiyonu 12.1 ile ayni oldugundan diizlem gerilme
durumuna ait 12.2-12.6 arasindaki tim bagintilar diizlem sekil degistirme durumunda da gecerlidir.

Sekil degistirme - yer degistirme bagintilari:

Uq

£11 ) Bi 0 B; 0 B O 52
e2[=2-10 7 0% 0 vl ] e53=0 (13.2)

f,l_z_, Yi ,BL y] ,B] Yk ,Bk u5

£ B u6J
e=Bu (13.2a)

. ]
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13. Ucgen levha eleman, diizlem sekil degistirme durumu

Gerilme- sekil degistirme bagintilari:

Dizlem sekil degistirme durumu igin, 2.19 a gére

011 - 1 1 g €11
op|=—2E | v -v €22 (13.3)
O1a (1+v)(1-2v) 0 0 1—22v 1o
~—— ——
(22 E £

Diizlem sekil degistirme durumunda elastisite matrisi ‘

dir. 13.2 ile
[
1-v v 0 Bi 0 B; 0 B O IZ‘ZI
- v 1—-v 0|21 3
[ ]_(1+v)(1—2v) 0 0 1-2v]| 24 0% 0% 0 v A
E}L 2 Yi BL Vj B] Yk Bk [uSJ
o E u6
[
0wt -vg v A-0g vy (-0 v ||w|
u
[622] et ason w asuy v ool o b, (1808
012 1-2v 1-2v B, 1-2v_ 1—2v’B_ 1-2v 1—2v’8 4
T 2 i 2 i 2 ]/] 2 j 2 Yk 2 k [uSJ
’ i L)
u
g= u .
EBu 13.3b

12.4 e gore B;, Bj, Bk, Vi, ¥j» Vi blyUklikleri sabit sayilardir. A, E, v, ve u nun terimleri de sabit sayilardir(x; ve x, den

bagimsiz). Bunun anlami 13.2 den hesaplanan sekil degistirmelerin ve 13.3a dan hesaplanan gerilmelerin de eleman
icindeki her noktada sabit olacagidir. Bu nedenle, bu elemana CST(Constant Strain Triangle veya Contant Stress
Triangle) denilmektedir.

Elemanin rijitlik matrisi:

12.9a bagintisi gegerlidir, sadece E matrisi farkhdir ve t=1(birim dilim) dir:

k=tAB'EB (13.4)
13.4 carpimi:
[B: 0 7
[(; n 5l| 1-v v 0 B 0 B 0 By
= TEB = L\P Jl__—_ £ | v 1-v 0| X{oy. 07y 0
1B 0 ¥ 2 S
l J E B
0 vk B - -

CGarpim sonucu oldukga karmasik terimlidir. Basitlestirmek icin k rijitlik matrisini iki matrisin toplami ile ifade etmek uygun
olmaktadir. k,, normal gerilmelere ait, k; kayma gerilmelerine ait rijitlik terimlerini igermektedir.

k = Kn + KS ' Elemanin rijitlik matrisi (1 3_4a)

[ (1—v)Bf vBivi (A1 —v)BiB; vpyj (A =v)Bifx VBV
vy 1 —v)y? vB;yi 1 = v)yy; vBrYi (A =V)Yi¥Vk| | Normal gerilmelere |
k= E (1= v)BiB; vBjvi (1-v)B} vBjv; A=v)BiBx  vBjvk ait rjitlikler
T By, A= vBjy; 1 -v)y} VBkY; 1 —=v)yve
1 =v)BiBx vBkY; (1 —v)B;Bxk vBYj (1 —-v)BE VPBkYi
L vBivk A = v)yive vB;Vk A —=v)yvk VBV 1 -v)yg |
(13.4b)

[vi Bvi vy Bivi vivke Bivi)

Bivi B?  Biv; BB Bivk Bibx
e vy Byi vF B vive By J ; —

KS = oAciT 2 wI?gyma gerilmelerine ait
a0 By BBy Bv;  BY By BjBi | iiitlikler

Yive Bive Vive Bive YE BV

Bxvi BiBe Brvi BiBx Beve BE |

"1
Ahmet TOPGU, Sonlu Elemanlar Metodu, Eskisehir Osmangazi Universitesi, 2015, http:/mmf2.oqu.edu.tr/atopcu/ Sayfa 127




13. Ucgen levha eleman, diizlem sekil degistirme durumu

Sayisal 6rnek 13.1:

100 N/mm? i¢ basing etkisinde olan kalin cidarli bir borudan cikartilan 1 mm kalinliginda bir dilimin kesiti sekil 13.1 de
verilmistir. Elastisite modilii E=10° N/mm?, Poisson orani v = 0.25 dir. En biiyiik gerilmenin ve yaricaptaki degisme
miktarinin (=A noktasindaki yatay veya B noktasindaki diisey yer degistirme) hesaplanmasi istenmektedir.

Model 1 Model 2 Model 3

Teorik ¢oziim:'
A noktasinin yatay yer degistirmesi=0.55 mm
Max Gerilme=260 N/mm?

l—100 | 400 mm. | 100,

Sekil 13.1: Goziilmesi istenen levha sistem

Levhada dizlem sekil deg@istirme durumu vardir. Kesit hem x1 hem de x2 eksenine gére simetriktir, kesitin 4 ile hesap
yapilabilir. G6zim igin Model 1, Model 2, Model 3 veya benzer daha bagka bir model kullanilabilir. Sekillerden gérildigu
gibi, eleman sayisi arttikga geometri, yikler ve mesnet kosullari gergege daha yakin olmaktadir. Model 1 ve Model 2 nin
SEM2015 sonuglari asagida verilmistir.

@ Ahmet TOFCU, Eskizehir Os mangazi Unirers itesi bidhendis i Mimarlk F doittesi, Srdm:1291-29 Nis an 2015

SEMZU?%% 2 Nokta ydkler(N):
" o R P11=7654, P1,=1522
C:ASEM2015LevhalVerileriOrnek13-1-Modell.mdb < 2 P31=10824, P3»=10824
5 P51=1522, P5o=7654
SISTEM:Diizlem gekil dedistirme 76 Not:
Wokta sayisi: 6 g P2 Ps1=1522 kuvvetleri dogrudan
Eleman sayisi: 4 X mesnete gittiginden sekilde
Noktanin serbestlik derecesi: 2 L z gdsterilmemistir.
SGistemin serhestlik derecezi: 12 T—>X1 7654 )
Yari hand genisligi :7 A 2 Koordinatlar(mm):
Nokta vik sayisi: 4 ‘ 200 mmJRWOﬂ Nokta X Xo
Finir kosulu sayisi: 4 Model 1 1 200 0
. ) . ) 2 300 0
SISTEMIN Y¥EFR DEGISTIFMELERI: 3 141.42 141.42
Nokta no 1 (3] T2 {1om) 4 21213 212.13
1 Yaricaptaki degisme miktart l , a ' '
2  0.423643 0 3 0 200
3 0.369587 0.369587 6 0 300
4 0.295804 0.296804
: :
b a 0.423643
GERILMELER:
Eleman no Sigmall (W/mw?) SigwaZl (M) Sigmall (Niwao®) Sigroas3 (M wee? )
1 -1.832 145854 -31.9 6.7
Z En biiyiik gerilme | -3 @ -135.33 33.19
3 C176.9 35.85 -135.53 53.19
4 148 .64 -1.82 -31.9 6.7

! inan, M., Diizlemde elastisite teorisi, iITU yayi, Sayfa 165, 1969
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13. Ucgen levha eleman, diizlem sekil degistirme durumu

@ Ahmet TOPGU, Eskigehir Os mangazi Univers tesi biihendislk Mimarlk F dciitte=i, Sirdm:12891-29 His an 2015

SEM2015
CASEM2015LevhalVerilenOrnek13-1-Model2.mdb

318 TEM: Diizlem sekil dedigtirme
Nokta sayisi: 14

Eleman sayisi: 12

Noktanin serbestlik derecesi: 2
Zistemin serbestlik derecesi: 28
¥ari hand genislidi :7

Nokta wik sayisi: 14

Zinir kogulu sayisi: 4

$ISTEMIN YER DEGISTIRMELERI:

Nokta yikler(N):
P11=2610.5, P12=171.1

P31=5043.1, P32=1351.3
P51=4521.6, P52=2610.5
P71=3691.8, P7,=3691.8
P91=2610.5, Pg2=4521.6
P111=1351.3, P112=5043.1
P131=171.1, P132=2610.5

Not:
P12- P131=171.1 kuvvetleri dogrudan
mesnete gittiginden sekilde

Nokta nn rei U2 (rom) gOsterilmemistir.
1 Yaricaptaki degisme miktar: ! 0 u] .
z 0.42Z 457 o Model 2 Koordinatlar(mm):
3 0.480332 0.130537 Nokta X X2
4 0.403 649 0.103844 1 200 0
5 0.441683 0.254223
3 0.367786 0.210204 :23 ?gg 19 g1 76
7 0.373055 0.373055 : :
8 0.293792 0.293792 4 289.78 77.65
9 0.254223 0.441683 5 173.21 100
10 0.z10204 0.367786 6 259.81 150
11 0.130537 0.4802332
7 141.42 141.42
E 0.103843 0.403649 8 21213 21213
14 o 0.42Z457 9 100 173.21
10 150 259.81
EEMLMELER: Sigmall (N/mm®) 22 [N/mm®) 3 12 (N/mme) 3 33 (0 3 51.76  193.19
Elan ho igms i icna Teitn £ icna Teitn © e Hit]
1 -14 .66 1 & -12. 68 30, 12 77.65 289.78
z 3.37 (57.22) -40.02 65 13 0 200
3 -2z .50 > -53.82 a5 14 0 300
4 38,13 215.3 -101.47 63,96
5 12.7 74,85 -86.78 21.89
3 81.84 148.5 -147.28% 57.59
7 74.85 1z2.7 -86.78 21.89
g 145.5 81.94 -147.2% 57.59
Q 122,62 -22.59 -53.82 25.01
10 215.3 38,13 -101. 47 63.36
11 P G -14. 66 -12. 68 30.78
1z @— 3.37 -40, 02 £5.15
Yaricaptaki degdisim(mm) En biylik qerilme(N/mmZ)
Teorik 0.55 260
Model 1 0.4718 (Hata %14) 176.9 (Hata %32)
Model 2 0.4793 (Hata %13) 257.22 (Hata %1)

Ek bilgi 1: Bir noktanin koordinatlari ve noktanin esdeger tekil kuvvetleri nasil hesaplamyor(Model 1 in 3 noktasinda

ornekleme)

Model 1

3 noktasinin koordinatlari:
x; =1 Cosa = 200 Cos45 = 141.42 mm
X, =71 Sina = 200 Sind5 = 141.42 mm
4 noktasimin koordinatlari:
x; =1 Cosa = 300 Cos45 = 212.13 mm
x, =r Sina = 300 Sin45 = 212.13 mm

X A 25,
}<7200 mm—qff‘] 004-1

Model 1

3 noktasinda esdeger yatay kuvvet:

Py = [P 7 p Cosada = [ 200 100 Cosa da = 20000|Sinal|%$ =

3 noktasinda esdeger diisey kuvvet:

Py, = [P 7 p Sina da = [;2 200 - 100 Sina da = —20000|Cos|235 =

10824 N

10824 N
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13. Ucgen levha eleman, diizlem sekil degistirme durumu

Ek bilgi 2: Ucgen elemana 6zgii davranis

Uggen eleman izotropik degildir, yani elemanin yénii degistiginde sonug biraz degisir. Ornegin, yukarida sonuglari verilen
Model 1 in elemanlarinin ydninu degistirerek yeni sonucu gérelim.

7654 7654

10824 N

o
S
I
L f
T—> Xy 7654

Sadece elemanlarin yonii degistirilmis Model 1 l[ - 10824 N

Y] 20 22,

1
200 mm4$71 004“‘ }‘7200 mm4ﬁ|i1 004’1

Model 1 Model 1-Elemanlarin yonii farkl

@ Ahmet TOPG U, Eckigehir Dsmangazil:lni\rers ite=i hilhendis |k Mimarlk F 3odttesi, Sdrdm:1291-02 hart 2015

SEM2015

Model1-elemanlann yénii degigmis durum

SISTEM:Diizlem sekil defistirme
Noktanain serbestlik derecesi: 2
Elemanin Nokta Sayisi: 3
Elemanin serhestlik dercesi: &
Eleman sayisi: 4

Nokta sayisi: &

Sistemin serbestlik derecesi: 12
Yari band genisligi :7

Nokta yik sayisi: 4

Zainair kosulu sayisi: 4

SISTEMIN YER DEGISTIRMELERI:

Nokta no 71 | rwm) T2 [mm)

1 0.52z678 a

z 0.419749 a

3 0.333608 0.333608

4 0.299555 0.299555

5 a 0.522678

3 u} 0.419749

GERILMELER:

Eleman no Sigmall (N/mm?) SigmwaZl (/) Sigwall (NArwm®) Siogwa33 (NAmw?® )
1 -29.15 241.91 -70. 53 53.19
2 41.51 105.3 -75.23 6.7
3 105.3 41.51 -75.23 6.7
14 241,91 -29.15 =70, 53 53.19

Model 1 in sonuglari ile karsilastirilirsa, farkli oldugu gérilir. Eleman sayisi arttikga fark azalir. Uggen elemanin izotropik
olmamasinin nedeni yén degistiginde elemanin agirlik merkezinin levhanin farkl noktasina kaymasi ile agiklanabilir.

Sayisal 6rnek 13.2:

C30/37 betonu ile insa edilmesi diistinllen bir istinat duvarindan alinan 1 m kalinhdindaki bir dilimin kesiti ve modeli Sekil
13.2 de gorilmektedir. Verilen yukler igin SEM15 ¢6zim0 verilecektir.

0.25 20 KN/m2 0.25
77H —— 15H 14 E=32110°kN/m?%, v =0.20, t =1m
Koordinatlar:
(1) Nokta Xi(m) Xz (M)
13/,\ f— 38 1 0 0
© 2 0 0.5
| ) 3 0.5 0
5 < s % 56 4 0.5 0.5
® 5 1 0
6 1 0.5
(© 7 2 0
0
x o™ 8 2 0.5
120 kN/m? ! /e 60 60 kN ?O (1).56 :II g
g . :
Eﬁ 4 § a0 @ @8 24 kN :II; ?.63 gg
- T N\ — o —> 13 069 35
‘«o.&—‘«o.&—‘kw m——‘ TT77 77T 777 7777 1 14 1 3.5
Fo.&+o.&+—1 m—-‘ 15 0.75 4.5
16 1 4.5

$Sekil 13.2: Goziilmesi istenen levha sistem Model
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@ Ahmet TOP L, Eskiz ehir Os mangazi Univers tesi bihendis i Mmarlk Faeitesi, Sirdme1291-29 Nis an 2015

SEM2015
CASEM2015LevhaiVerilenfrnek13-2.mdb

SISTEM:Diizlem gekil defigtirme
Nokta savasi: 16

Eleman sayisi: 14

Noktanin serbestlik derecesi: 2
Sistemin serbestlik derecesi: 32
Tari band genizlidi :13

Nokta wyik sayisi: 9

Zinir kogulu sayisi: &

SISTEMIN YER DESISTIRMELERT:

Nokta no 71 () T2 [1m)

1 u] u]

Z ] -Z2E-6

3 -2E-& u]

4 -1E-5 -1.4E-5

] -1.3E-5 ]

3 -1.4E-5 1.1E-5

7 -1.3E-5 u]

a -Z2E-5 ]

Q -0.00014 -3.2ZE-5

10 -0.000139 3.B6E-1

11 -0.00034 -3.1E-5

12 -0.000339 4 _TE-3

13 -0.000573 -2.2E-5

14 -0.0o00573 S5E-5

15 -0.000a214 -89E-&

15 -0.000a214 S.1E-3

GERILMELER:

Eleman no Sigwall (kN/m?) SigwaZZ (kN/m®) Sigmall (kN/m?) Sigmwald3d (kN m?)
1 -718.09 -315.51 -315.51 -206.72
Z -361.91 -1015.23 -212.45 —-275.43
3 -573.11 1068 .03 441,23 -2Z8.23
4 -580.689 S561.76 -4z .43 -5.79
] -5.55 708.05 -180.91 140.5
3 -186.45 -29.55 -45.,23 -43.2
T -114.94 -940.81 320.5 -211.15
a -99.,12 827.91 -1006.04 145.7¢6
Q -51.19 -483.51 144,01 -106.94
10 221.91 406.59 -hl1lz.01 125.7
11 -19.85 -173 Z24.46 -39.57
12 106 .97 149,13 -201. 348 59l1.:22
13 -3.3 -34.3 -10. 63 -7.52
14 31.56 Z27.66 -81.75 11.85
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