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5. RITZ metodunun elemana uygulanmasi, elemanin rijitlik matrisi

Bu bélimde RITZ metodu eleman bazinda uygulanacak, elemanin yer degistirme fonksiyonu, sekil
degistirme, gerilme bagintilari, toplam potansiyeli, yerel ve genel denge kosulu belirlenecektir. Bu islemler,
anlasiimasi kolay olmasi acgisindan, kafes sistemin i elemani igin yapilacak, bagintilar daha sonra
genellestirilecektir. Bagintilarin basitlestiriimesi amaciyla, ara islemlerde i indisi kullaniimayacaktir.

5.1 Dizlem kafes elemaninin yer degistirme fonksiyonu, RITZ uygulamasi

Yer degistirme fonksiyonu: Bir dizlem veya uzay kafes sistemin i *
ve j noktalarina bagh i. elemani sekil 5.1 de gérilmektedir. E, A, L
bilinmektedir. Sistem, dis yukler etkisiyle, yer degistirince elemanin i X
ve j noktalarinda i, ve i, yerel yer degistirmeleri olusur, @i, ve 1,
degerleri sabittir. Glnk( sekil dedistirme tamamlanmis, i, ve i, son X,
degerini almistir. Soru sudur: Jve j arasindaki herhangi bir noktada \
yer degistirme nedir? Kafes eleman sadece uzayip-
kisaldigindan(egilmediginden) eleman boyunca vyer degistirme .
dogrusal olacaktir. Sekilde bu degisim grafik olarak gdsterilmigtir, yer
degistirme fonksiyonu(RITZ fonksiyonu) Sekil 5.1: Kafes elemanin yerel yer degistirmeleri
ve yer degistirme fonksiyonu
(%) = ag + a1 %, (5.1)

u(x,)=a,+ax,

) =1 ][] (5.2)

dir. ay ve a; parémetrelerinin fiziksel bir anlami yoktur. Matematik anlamda yer degistirme fonksiyonunun
dogrusal oldugunu vurgulayan her hangi sabit bir sayr anlamindadirlar.

5.1 veya ayni anlama gelen 5.2 fonksiyonu elemanin sinir kosullarini saglamahdir, yani
%, =0dat(0) =1, olmahdir - ay,+a;-0=14,

veya, matris notasyonunda:

Li-1 1
—— ~—
a

] _ 1 01[%] _z-1_1[L O] o 1, o
[ﬁz]_[l L] [al] - gt = [ ile’ her iki taraf carpilarak
] a

o] _1[ L 07[t .
[al] =7 [_1 1] [ﬁz] olur. 5.2 de yerine yazilirsa
—— ﬁl_/\—v—/

Q
ASY

= a @_1

PN 1 P | 71
a(x,) = Z[L =% X] [ﬁ;]

Ao 2 %] [0
u(xl) = [1 — Tl Tl] [ﬁ ]J‘Kafes elemanin yer degistirme fonksiyonu ‘ (53)
2
— ——
B(21) %
ﬁi(fl) = Q)i(fl)ﬁi J‘I elemanin yer degistirme fonksiyonu(RITZ fonksiyonu) ‘ (54)

elemanin yer degistirme fonksiyonu olarak bulunur. 5.3 bagintisi ile yer degistirme fonksiyonu fiziksel anlami
olan 1, ve 1, parametreleri cinsinden ifade edilmis olmaktadir.

Sekil degistirme: Sekil degistirmeler ile yer degistirmeler arasindaki iliski 2.12 ye gbre & = D u (sureklilik
kosulu) idi. Kafes eleman igin, 2.20 bagintilari nedeniyle, € = &4, D = ai‘ u = 4(x;) olur:
X1 —

il
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PR
e=Du - g, = a_xlu(xl)' 5.3 kullanilarak

3 ¢, #2110 ..
£ = > [1 -4 x—1] [Al]. Tarev alinarak:
dxq L Lilu,
———

u
_ 1 ﬁl J a o q
&1 = z [_]_ ]_] [ﬁ ] — Kafes elemanda sekil degistirme sabit ‘ (55)
L
b u
gi = Qi Ei J‘I elemanin sekil degistirme fonksiyonu=stireklilik kosulu ‘ (56)

5.6 bagintisina sireklilik kosulu da denilmektedir.

Gerilme:
011 = Eeyy R
o1 = % [_1 1] [Zl] < J‘ Kafes elemanda gerilme sabit (57)
==
u
o' =E'¢ (5.7a)

5.2 Elemanin yerel koordinatlarda toplam potansiyeli ve yerel rijitlik matrisi

Yer degistirme fonksiyonu: Bir dizlem veya uzay kafes
sistemin i ve j noktalarina bagh i elemani sekil 5.2 de
gorilmektedir. E, A, L bilinmektedir. Sistemin vyer
degistirmesi sonucu elemanin i ve j noktalarinda @, ve i,
yerel yer degdistirmeleri ve §; ve §, yerel kuvvetleri olusur,
bunlarin  degerleri  sabittir.  CUnkd  sekil degistirme
tamamlanmig, son degerlerini almiglardir. Eleman iginde de ¢
sekil degistirmesi ve o gerilmesi olusmustur.

11; : gerilmelerin sekil degistirmelerle yaptig istir: — Baki3.9 | Sekil 5.2: Kafes elemanin yerel yer degistirmeleri ve
m = lf TE e dV yer kuvvetleri
2 e 2E

5.6 yerine konarak ve i nin sabit oldugu hatirlanarak,

1 =~ . ~ 1 . Iy - R
M==f,O®TED2 dV =~ a"(f,DTED dv) 1.
I1; dis kuvvetlerin yaptidi isin ters isaretlisidir: ~Baki3.10 |

A o oa ~ o~ 1[5 AT A
My =Wy = =08 +18,8,) = — [ 1] [A ] =-us
7 S2
- s
1 A =~ = ~ AT A
n=-4a"[ DTED dvV a4 —4"$
2= V= —— - =
k
I1 = l ﬁT]; i — ﬁT§ J,r,r,;!Elemanm yerel koordinatlarda toplam potansiyeli (58)
= L2 =2

olur. Buradaki
k=[,D"ED dav (5.9)

Matrisine elemanin yerel rijitlik matrisi' denir. Boyutu elemanin yerel serbestlik derecesi kadar ve simetrik bir
matristir. Sekil 5.2 deki eleman i¢in 2x2 boyutundadir. Rijitlik matrisi ve transformasyon matrisi SEM in en
6nemli iki bOyOklagadur. 5.9 bagintisi her tip eleman(kafes, kiris, levha, plak,..) icin gegerli genel bir ifadedir.
Ancak, eleman tipine bagli olarak D ve E matrislerinin boyutu ve terimleri degisir. Ornegin, kafes eleman igin
E = E ve D 5.5 bagintisindaki gibidir. Genellestirme:

ni — % (Ei)TEi Ei _ (QL)TSL!I Elemanin yerel koordinatlarda toplam potansiyeli ‘ (51 0)

KL = fV(Ql)TEL QL av . J‘i. Elemanin yerel koordinatlarda rijitlik matrisi (51 1)

' Local stiffness matrix of the member
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Teorik 6rnek: Sekil 5.3 deki kafes elemanin yerel rijitlik matrisinin agik ifadesini belirleyiniz. 75,

u,

Yerel rijitlik matrisi 5.9 a gére:

Kafes elemanda E = E ve 5.5 e gbre D = %[—1 1] dir, yerine yazarak

7 -1 L[—1 N R

E=A7E b = £ 1A i
DT D

~ _E L1 -1 o .

k= _f Adx i,

S [_1 1 ] ' Sekil 5.3: Kafes eleman

E — % [_11 —:Ihl].—J‘Kafes elemanin yerel koordinatlarda rijitlik matrisi ‘ (51 2)

olur. Elemanin yerel serbestlik derecesi 2 dir(ii,, @i,). Yerel rijitlik matrisi de 2x2 boyutlu ve simetriktir, terimleri
sabit sayilardan(E, A, L) olusmaktadir. 5.9 hem diizlem hem de uzay kafes eleman igin gegerlidir. Clink{
sistem dizlem de olsa uzay da olsa elemanin yerel eksen takimi, serbestlik derecesi ve yer degistirme
fonksiyonu aynidir.

5.3 Elemanin yerel denge k0§ulu1

Elemanin 5.8 deki toplam potansiyeli

denge konumunda minimum olur. @ vektorinin terimleri I nin parametreleridir. Glinkl 5.4 e gére, yer
degistirme(RIiTZ) fonksiyonu i yu parametre olarak igermektedir. I7 nin minimum olma kogulu

M _1ka—5=0
on 2" —— = =
ka=3 (5.13)

Genellestirilirse:

Ei Qi = SLJ‘ i. Elemanin yerel koordinatlarda denge kosulu ‘ (51 4)

olur. 5.14 bagintisi elemanin yerel yer degistirmeleri @' belli olunca yerel kuvvetleri §¢ nin hesaplanmasinda
kullanilir. Sabit terimlerden olugan yerel rijitlik matrisi k! simetrik, fakat tekildir, yani det k = 0 dir ve k' nin
tersi yoktur. Kafes eleman icin 6rnekleyelim. 5.12 deki rijitlik matrisi ile

Kafes elemanin yerel denge kosulu:

EAl 1 —11[W] _ [%
4 1]@_@ (5.14a)
Ei aul Si
. 1 -1
det gl:det%[_l ) |=2011-(-1)- (-1]=0 olur.

Bu nedenle 3! belli ise 5.14 kullanilarak @' hesaplanamaz. k' neden tekildir? 5.14 uzayda sabitlenmemis
(mesnetlenmemis), gezer bir elemanin denge kosuludur, @' ne olursa olsun gegerlidir. Uzerinde birbirini
dengeleyen yiUkleri olan ama hi¢ mesnedi olmayan uzayda bir kiris disinin. Uzayda gezen, yer degistiren

" Local equilibrium condition of the member
2 % QTE @ — 28 ifadesinin @ ya gore tiirevini su basit diisiince ile bulabiliriz. Once integraldeki biiyiikliiklerin matris degil, basit degisken ve sabitler oldugunu varsayalim:
i degisken, k ve § sabit. % (l 'ka— ng) - ;—ﬁ(%ﬁlz - ﬁ’S‘) = % (%I; 22 -8 = %21; @ — 8 = k@ — § olur. Matris karsihigi: k @ — 8. Ayrica bak: EKLER tiirev.

2
- 1
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ama sekil degistirmeyen(rijit yer degistirme yapan) her zaman dengede olan bir kiristir. Kiris kuvvetlerinden
yer degistirmeyi bulamazsiniz, sonsuz cevabi vardir.

Rijitlik matrisinin i. satir ve j. kolonundaki k;; teriminin fiziksel anlami nedir? j. yer degistirme 1 ve digerleri 0
iken i, serbestlik derecesi ydniinde olusan kuvvettir(birimi: N/m, kN/mm, ... ). Kafes eleman ile érneklersek:

?,\\}/)Acl /@?’\\) /)?,

g ¥ [ A R P 7D "

El

g B ey I P

\\»

\Pt‘)
\PT)

=1

Ik')
IR")

g
B
3¢

Sekil 5.4: Kafes eleman

Sayisal 6rnek: Sekil 5.5 deki kafes sistem kesiti verilen gelik borulardan
imal edilmistir. a noktasina uygulanan P, ve P, kuvvetleri bu noktanin
yer degistirmesine neden olmustur. a) Yerel gubuk kuvvetlerini bulunuz.
b) P, ve P, kuvvetlerini bulunuz. ¢) reaksiyonlari bulunuz.

Once sistemin numaralanmasi, genel ve yerel koordinat sistemlerinin
segilmesi gerekir: Sekil 5.5a. §' yerel gubuk kuvvetlerini 5.14 teki
ki 0l = 8! bagintisindan bulabiliriz. Bunun igin gubuklarin k! yerel rijitlik
matrislerini ve ' yerel yer degistirmelerini hesaplamamiz gerekir. | o
Genel yer degistirmeler 4.1a da verilen @' = T'u! bagintisi ile yerel yer L o
o ., i+ — . .. Sekil 5.5: Duzlem kafes sistem
degistirmelere dénlsturdllr, o halde T' transformasyon matrislerini de
bulmaliyiz. Dizlem kafes eleman igin:

Kafes elemanin yerel—genel yer degistirme transformasyonu — Bak: 4.1

253
AJL 4,/JL 0
[] 0 % e
T! U4l

El

Kafes elemanin yerel denge kosulu: —) Bak: 5.14a

m S|

Yap! geliginin elastisite moduilt E=2.1'10° N/mm?, kesit alani _ - :
T 5w 2 2 Sekil 5.5a: Dlzlem kafes sistem )
A= " 216° — " (216 — 12)* = 3958.4 mm*~ her elemanda aynidir. Numaralandirma ve koordinat sistemi

\Pt‘)

1‘ X1

3 m

1 nolu e/emandal_:
A, =3-0=3m, 4,=0-0=0
L=+32+0%2=3m, Al/L———l AZ/L——=

0
0 i 1 0 0 O
ul = at = [Al] = ]
= -1’ = i, 0 0 1 0o 0 1 0
-2 @1
277.09kN ©) -277.09 kN << SEM isaret
3 ;C 1 — kuralina gore
$1 21-10%-39584[ 1 —1 277088 !
[§2] 3000 [ ” 1] [ 277088] Newton 277.09 kN ©) 24729 KN Kasik isaret
5 8 3 1 " |kuralina g5
§ (cekme pozitif

! Hesaplar sekil degistirmemis sistem ile yapilir.

. ]
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2 nolu elemanda:
A, =3-0=3m, 4,=0-3=-3m

L=43?2+4+(-3)2=4.2426m
-3

A,/L = m—07071 4,/L = iz = —0.7071
2= [ﬁl] _[07071 —0.7071 0 ] _ [
= i, 0 0 0.7071 —0. 7071 L0.70714 7071
= T2
A 7, )
[Sl] 2.1-105- 39584[ 1 —1] [ ] [ 3854—4] Newton \fo \
S, 4242.6 0.7071 138544 2
E’z—’ aZ 52
SEM isaret kuralina gore

P; ve P; kuvvetleri:

7

3‘9\ P, 4+ 277.09 — 138.54 - Cos(45) = 0

N P, = —179.13 kN
P
450 T 2 P, + 138.54 - Cos(45) = 0
— — P, P, = —-97.96 kN

277.09 kN 1
2 noktasinda reaksiyonlar1 : 3 noktasinda reaksiyonlar:

TP4 P, + 138.54 - Cos(45) = 0 P P —277.09 = 0

P, = —97.96 kN 277.09 kN Ps = 277.09 kN

2 P 320_’?17‘._
’ 845’) P P, —13854-Cos(45) = 0 Ps Py =0

7
{92\7 P, = 97.96 kN
K%

5.4 Elemanin genel koordinatlarda toplam potansiyeli ve genel rijitlik matrisi

—aTs  yerel blyiklikler(z, &, $)

)

Elemanin 5.10 daki toplam potansiyeli(i indisi kaldirildi) n:%g@
cinsidendir. 4.1a ve 4.2a yerine konarak

M= CwkTu—-Tws=-u" T"RT u—u"T78
~—— ——
k s
. 1 . . . ;
n = E( ) K El - (EL)TEL /'"'\ i. Elemanin genel koordinatlarda toplam potansiyeli ‘ (51 5)

toplam potansiyel genel blyuklikler(u!, k!, s') cinsinden elde edilir. Buradaki

Ki = L )T kl TL 1 Elemanin genel rijitlik matrisi ‘ (51 6)

matrisi elemanin genel rijitlik matrisidir’. Bilindigi gibi, toplam potansiyel bir sayidir ve koordinat
transformasyonu degerini degistirmez, 5.10 ve 5.15 den bulunan sayisal deder aynidir. Aradaki fark sadece

! Reaksiyonlar burada diigiim dengesinden, bilinen klasik yolla, hesaplanmistir. SEM de daha sistematik bagka bir yol izlenir, konular ilerledik¢e aciklik kazanacaktir.
% Global stiffness matrix of the member
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ilkinin yerel, ikincisinin genel blyuklikler cinsinden hesaplanmis olmasidir. Sistemin toplam potansiyelinin
hesaplanmasinda 5.15 kullanilir, ¢inki sistem genel koordinatlarda tanimhidir.

5.5 Elemanin genel denge kogulu1

Elemanin denge konumunda 5.15 toplam potansiyeli minimum olmak zorundadir:

o _ O (L NT pii (T iy — Lopigi o —
‘—Oﬁazi{z(z)kz @)'s'}=52k'u' —s'=0

du!

= k E 1 Elemanin genel koordinatlarda denge kosulu ‘ (51 7)

olur. Elemanin u' genel yer degistirmeleri belli olunca 5.17 bagintisi ile elemanin genel koordinatlardaki s*
ug kuvvetleri bulunur. det k' = 0 dir, k' nin tersi tanimsizdir(Anlami: bu bagintidan u' hesaplanamaz).

Teorik 6rnek: Diizlem kafes elemanin genel rijitlik matrisini bulunuz.
5.16 ya goére genel rijitlik matrisi

ki = @i)T Ei Ii
4.1 e gore transformasyon matrisi

A /L A,JL 0
0 0 4A,/L 4A,/L

5.12 ye gore yerel rijitlik matrisi
~i_EAT1 -1
k= T[_1 1 ]

dir. ¢; = 4,/L, ¢, = 4,/L ile gbsterelim:

|

2 2
[ a €€ —C1°  —C1Cp]
; CZ 0 61 c; 0 0] Eal cic 2 —ciey  —cy? |
= 0ci|L Ll-1 1! L0 0 a ol & [—612 -6, % ey
0 CZ K Il -6 —* i ¢’
(TL
iucu Jjucu
[ 2 ey L —a? —ac
2 0 _ .2 iucu
i _ EA| C1C C2 €162 C2 }
KL = T S :— TTRTTTT oo -VJ‘Diizlem kafes elemanin genel rijitlik matrisi (51 8)
I —C1 —C1C; : Cq1 C1Cy I
2 2 ucu
l—C1C2 —C; : C1Cp Cy J
bulunur.

Teorik 6rnek: Uzay kafes elemanin genel rijitlik matrisini bulunuz.
5.16 ya gore genel rijitlik matrisi

KL' — @i)T Ei Ii

4.4 e gore transformasyon matrisi

[Al/L A, /L AsJL 0 0

T! =
0 0 0 A/L 4,/L A3/L

5.12 ye gore yerel rijitlik matrisi k! = EA[ 1 _11] dir. ¢, =4,/L, c; =4,/L, c¢3 = A3/L ile gbsterelim:
c305,4[1 - c:l ¢ ¢ 0 0 0]
0 ¢ 0 0 ¢ ¢ c3
0| & !
0 C3
(T‘

! Gloabal equilibrium condition of the member
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iucu jucu
- - ~ - ~
1 C1C2 €€z R Y S
c1Cy 2 €33 1—CiCp  —Cp2 —6264 iucu
1
i — EA| C1€3__ _C2C3_ __ _C;""f 1 GCs_ TGl ___C§2_ (;—,! Uzay kafes elemanin genel rijitlik matrisi (5 1 g)
= L —? - —ces )P €13 CiC3 1 )
| =16 =GP —CC3 1 €6y c? C2C3 | J ued
—C103 —CpC3  —C3? i C1C3 C2€3 c3?

 _______________ _________________ |
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