3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu
3. ig, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kural, RiTZ metodu

Tekil bir kuvvetin isi: 3

Tekil bir kuvvetin yaptigi is, kuvvet ile yolun carpimi olarak tanimlanir. Bir tasiyicl sistem Uzerindeki p
kuvvetinin yaptigi is, kuvvet ile kuvvet dogrultusundaki u yer degistirmesinin carpimidir. Ancak, yer
degistirme p kuvveti nedeniyle veya baska bir kuvvet nedeniyle olusmus olabilir. Bu iki farkli durum icin
hesaplanan is de farkli olur.
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Sekil 3.1a Sekil 3.1b
A
i _ Sekil 3.1a da goérllen sistemde p kuvveti sifirdan baslayarak dp kadar
dp 1/2dp du yavas yavas artirilarak nihai p degerine ulastinimistir. Kuvvet dp kadar
) artinca yer degistirme de du kadar artar. p ve u diyagrami sekil 3.2 deki gibi
i’ Wa | dWa dogrusal olur. Yapilan toplam isi W, ile gdsterirsek, kuvvet ve yer
X . > degistirme artinca yapilan is de dW;kadar artar. Bu artis:
¢ ) v ‘dp ve du ¢ok kuglk, 1/2dpdu deg@eri gok daha
Sekil 3.2 dW, = p du + %dpdu * kiiguktir, ihmal edilebilir

olur. Bu ifadenin integrali Wgtoplam igini verir: W, = foup du. Ancak p kuvveti u dan bagimsiz degildir. Sekil
3.2 den Tan a=p/u=dogrunun egimi sabittir, p=Tanau olur. Integralde yerine yazarak
Wy =Tan af(:‘u du olur. integral alinirsa W; = % Tan au? = %Tan auu ve u lardan biri igin u = p/Tan «
yazilarak toplam is W; = %p u bulunur. Demek ki is u-p dogrusunun altindaki G¢genin alanina esittir.

Kuvvetin kendine yabanci bir yer degistirme ile yaptigi is, aralarinda dogrusal bir iliski olmadigindan, kuvvet
ile yer degistirmenin carpimina esittir, yani % katsayisi yoktur. Ornegin, Sekil 3.1 deki sistemde p nihai
degerine vardiktan sonra bir p; kuvveti eklersek p sabit kalirken yer degistirme du kadar artar, sekil 3.1b. p
nin yaptigi is W, = %p u + pAu olur. ikinci terimde 2 katsayisi yoktur, ¢iinkii p ve 4du birbirine yabancidir.

Cismin dis kuvvetlerinin isi: Wy

Op yUklenebilir yizeyinde yayili ET = [p1 p2 p3] ve hacimde QT = [g1 92 93] yayih yUkleri olsun. Yayili yUkK,

tekil yOklerin yan yana gelmesi ile olustugu igin, du artisina karsilik gelen dW, is artisi benzetme ile
yazilabilir. p nin bir lifinin du” = [du, du, du,] ile yaptigi is p,du, + p,du, + p;du; olacaktir(karsilikh

bilesenlerin yaptidi isin toplami). Matris notasyonunda bu ifade Bng olur. g nin bir lifinin isi icin de gTdu
yazilabilir. Bunlarin ylzey ve hacim Gzerinden alinan integrallerinin toplami dW; is artisini verir:

aw, = fop p" dud0 + [, g" dudv (3.1)
Burada fop

alan integral, fV isareti V hacmi Gzerinden (¢ kath integral
anlamindadir. du ile pve g arasinda dogrusal bir baginti

yoktur, yani kuvvetler ile u birbirine yabancidir. Bu nedenle du
Uzerinden integral alinarak dis kuvvetlerin toplam isi

isareti yuklenebilir 0, ylzeyi Gzerinden iki kath

S R i i, Wq = [, p"ud0 + [, g"udv (32)
p— =
P=|pg=|g bu=u| du=|du,
Ps 8 Us du bulunur, ¥ katsayisi yoktur.

W, isi yliksliz sistemde sifirdir. Kuvvet ve yer degistirmenin yénlerine bagl olarak pozitif veya
negatif olur.
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu

Cismin ic¢ kuvvetlerinin igi: W,

YUkler cismin birim hacminde tanimli olan g gerilmelerinin ve ¢ sekil degistirmelerinin olusmasina neden olur.
Malzemenin dogrusal elastik oldugu varsayildigindan HOOKE kanunu gegerlidir. Aralarinda mukavemetten
b|||nen 2.15 dogrusal bagintisi vardir: g = E ¢ (sekil 3.3).

/I/ngd§ o ve ¢ birim hacimde ig yaparlar. Bu is a; ile gdsterilsin. Gerilme dg kadar
7 degistiginde §ekil degigtirme ve is de de ve da; kadar degisir: Sekil 3.3 den
wi | dw; da_ = O' dé‘ += dO'TdS - Ik|n0| terim ¢ok kigUktlr, ihmal edlleblllr‘

F‘Q *‘ & F .

\

da; = o7 de. B|r|m hacimdeki toplam ig, integral alinarak a; = fog o’ deolur.

«—&—» de |-
Sekil 3.3

E simetrik oldugundan o” = (E &)T = ¢TET = ¢TE dir. Yerine konarak a; = fog eTE de yazilabilir. E sabit

sayilardan olugsmaktadir. Bu integralin sonucu

a;==¢"E £ (3.3)

2=

dir'. V hacmindeki ic kuvvetlerin toplam isi ise W; ile gbsterilsin. dV Gzerinden integral alinarak W;

w; = fV a; dV (3.33)
1

Wy =:J,e"Ee dV (3.4)

bulunur. a; daima pozitiftir. 2.15 ifadesindeki E matrisi 3.3 de yerine konarak

1 _E_
a; = EETEE = 2a el teh e+ (512 +efs + €33) t 5 (511 + &2 +€33)° ] (3-42)
W = V2(1+y) ——[ef) +ef, +eds + 5 (512 +efs +€33) t 5 tent £33)* ] d (3.4b)

olur. E>0, 0<y<0.5 oldugundan yukaridaki ifadenin incelenmesinden daima a; > 0 oldugu anlasilir. Netice
olarak: i¢ kuvvetlerin W; isi de daima pozitif bir sayidir.

Yer degistirmenin sanal isi*:

p, g YyUkleri altinda dengede olan bir sistem olsun. Sistem u yer degistirmesi yapmis ve igte ¢ g sekil

degistirmesi ve gerilme olusmustur. Bunlar arasinda 2.5, 2.7, 2.12 ve 2.15 de verilen
D'o+g=0 n"oa=p, e=Du, o=Ee bagintlar vardir.

Cisme sinir sartlarini saglayan3 ve Ju ile gbsterilen sanal bir yer degistirme verdigimizi distnelim. §u sanal
yer degistirmesinden de¢ =D du sanal sekil degistirmesi olugsacaktir. du yuUkleri degistirmez. Yukler
degismeyince DTo + g = 0, n"a = p bagintilar hala gegerli olur, yani gergek ytiklere ait olan o degismez. o
degismeyince ¢ = E ¢ bagintisi da hala gecerlidir, ¢ da degismez. Fakat; gercek yukler su ile, gercek
gerilmeler 8¢ ile sanal is yapar. Bu sanal isleri W, ve §W; ile gbsterirsek

' Sanal

M
SW, = fop$T Sudo + [, g" suav (3.5)

— Gercek

— Sanal

W, = [, o" 8edV = [, " E 5edV (3.6)
L,, Gercek

olur. Cisim dengede oldugundan; cisme verilen §W, sanal isi ile cisimde depolanan §W; sanal isi birbirine

esittir:

W, = W, (3.7)

Ya, = f0£ £TE de integralini su basit diisiince ile bulabiliriz. Once integraldeki biiyiikliiklerin matris degil, basit degisken ve sabitler oldugunu varsayalim: € degisken, E

sabit. a; = f: eE de = %EZE = %E & E olur. Matris karsihi@ini yazabilmek i¢in: matris ¢arpim kuralina uymaliyiz ve sonug bir say1 etmeli. Bu da ancak a; = %gTEE
seklinde diizenlenirse gerceklesir.

% Sanal ig=virtuel is
* Sinir sartlarini saglayan Su ne demek? Ornek: Sabit mesnetli noktada §u = 0 olmali. Buradaki Su diferansiyel anlaminda degil, hayal bir biiyiikliik anlamindadir.
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu
SW; — Wy=[,e" E 6§dV-f0p p" Sudo — [, g" Sudv=0 (3.8)

olur.

Enerji ve potansiyel:

is ve enerji ayni anlamdadir. Dig kuvvetlerin yaptigi is tilketilen enerjidir. Bu enerji i¢ kuvvetlerin isine
dénlslr. Dolayisiyla i¢ kuvvetlerin isi depolanmig enerijidir.

Enerjiye potansiyel de denilmektedir IT ile gosterilir. i¢ kuvvetlerin potansiyeli IT;, 3.4 deki W; isine esittir:
1
I =2[,e"Ee dV (3.9)
Dis kuvvetlerin potansiyeli I1; 3.2 deki W, isinin ters isaretlisine esittir:
Mg =—[, p'ud0— [, g" udv (3.10)
2 =

Buradaki eksi isaretinin anlami tUketilen enerji anlamindadir.

Sistemin toplam potansiyeli I7:

ic ve dis kuvvetlerin potansiyellerinin toplamidir:
1

N=1I;+1,;=[,eEedV— [, p'ud0— [ g"udv (3.11)
o 2 g

veya, ¢ = E ¢ oldugundan:
1

H:Hi+17d:EfnggdV—fopEngO—ngngV (8.11a)

Toplam potansiyelin minimum olama kurali:
ispati sonra verilmek (izere, bu kural sdyle tanimlanir: Sistemin sinir kosullarini saglayan sonsuz u yer
degistirmelerinden sadece ve sadece denge konumuna ait olan toplam potansiyeli minimum yapar.

Bunu sdyle de ifade edebilirizz Dengede olan sistemin toplam potansiyeli minimumdur, denge
konumuna ait u sistemin gercek yer degistirmesidir.

1eveveey > Sekil 3.4 deki u ve IT gercek denge konumuna ait yer degdistirme ve toplam
S0 _ /</’7777 potansiyel u, ve II, da komsu herhangi bir yer degistirme ve buna ait toplam
u, 7 w11, potansiyel olsun.
Sekil 3.4

ISPAT: Komsu herhangi bir konumda w, = u + du ve g, = & + 8& dir. 3.11 e gére Komsu konumun toplam
potansiyeli

1
M= [ (e+607E (e+ 80 av = [ p7 (u+ow) do - [ g7 @+ swav
j P g
Op v

dir. Garpimlar yapildiktan sonra diizenlenirse

_1 T T T ;
I = Efyé EedV— fop p udo — fyg udVv ~ burterim, 3.11 bagintisina gore, Denge konumuna ait /1 dir‘

T T T
+fV eE 5£ av - fop 14 SEdO - fV 9 5EdV '\“bu terim, 3.5 ve 3.6 bagintilarina gore, Su artimindan olusan
1 T ‘ potansiveldir. 3.8 e gore sifirdir
+E fV 55 E 6§ av : ] bu terim daima pozitif bir sayidir. Clinki bir kare formdur. Bak: sayfa 20, dipnot 2

IT,, = II +pozitif bir say!

olmaktadir. O halde: Tim komsu konumlara ait toplam potansiyel daima daha biyiiktiir, yani denge
konumuna ait IT daima en kii¢uktir(minimumdur).

3.11 de verilen II toplam potansiyel ifadesinde elastik cismin tim blyuklUkleri vardir: yUkler, yer degistirme,
sekil degistirme, gerilme ve malzeme kanunu. Ayrica [T bir sayidir ve koordinat sisteminden bagimsizdir. Min
11 yi elastik cismin denge kosulu olarak kullanmak biylk kolaylik saglar. SEM teorisi toplam potansiyelin
minimum olma kurali ve RiTZ metodu (izerine kurulmustur.
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu
RITZ metodu':

RITZ metodu Toplam potansiyelin minimum olma kuralina dayali yaklagik bir metottur. Sistemin geometrik
sinir kosullarini(mesnet ko:;‘,ullanm)2 saglayan ve sirekli olan bir u yer degistirme fonksiyonu tahmin edilir.
Bu fonksiyonun baslangicta bilinmeyen bazi parametreleri vardir. Segilen fonksiyon IT toplam potansiyelinde
yerine konur, [I yi minimum yapan parametreler hesaplanir. Hesaplanan parametreler secilmis u
fonksiyonunda yerine konur. u toplam potansiyeli minimum yapan yer degistirme olmus olur. e=Du
sUreklilik kosulundan sekil degistirmeler, ¢ = E € malzeme kanunundan da gerilmeler hesaplanir. Bu yolla
belirlenen gerilmeler 2.5 ve 2.7 denge denklemlerini yaklasik olarak saglar.

u fonksiyonu bir polinom veya trigonometrik olabilir, basitligi nedeniyle genelde polinom tercih edilir. u nun
her bilegeni igin

w =X Di(xq, x5, x3)

veya matris notasyonunda

u =oxa (3.12)
Secilir. Ornegin bir kirigin u; diisey yer degistirmesi(u nun x; yéniindeki bileseni) icin

X
Uy (1) = ag + a1x; + axx? + azxd + azx; 2 p

Qo ;%gg%%i%%ii}%é%%i
u () = [1 xq 22 x§ x3] azl 17777

_ 2 3 4
(%) la3 uy (X, )= a, +ax; +a,x; +asx; +ax
Qg

——
a

Segilebilira. Burada q; degjerleri henlz bilinmeyen sabitler(parametreler)dir.

2.12 ye gbre 3.12 den sekil degistirme:
e =DP(x)a (3.13)
u ve ¢ ifadeleri 3.11 de yerine yazilarak
m=3, " ®'D'EDSadV ], p'®ad0~Jf, g"®adv (3.14)

Bulunan toplam potansiyel, belirli integraller alindiktan sonra, sadece a nin fonksiyonu olur. Sistemin denge
konumunda I minimumdur. Minimum olma kosulu®

_a_n -
dag oIl _
on dap
daq
|27 | =0 veya acik olarak: oIl (3.15)
6g 6(12 - a— = 0
. a;
i .
Lday
on _
dan -

tlrevleri yazilarak; bilinmeyenleri ay, a4, a,, ...,a, olan dogrusal denklem sistemi elde edilir. Bu denklemin
¢6zOminden hesaplanan ay,a4,a,, ...,a, 3.12 de yerine konarak sistemin denge konumuna ait u yer
degistirme, € = D u_sekil degistirme ve g = E ¢ gerilme fonksiyonlari bulunur.

! Walter Ritz (1909) "Uber eine neue Methode zur Losung gewisser Variationsprobleme der mathematischen Physik" Journal fiir die Reine und Angewandte Mathematik,
vol. 135. http://gdz.sub.uni-goettingen.de/no_cache/dms/load/img/?IDDOC=261182

% RITZ metodu bir yer degistirme metodu oldugundan sadece yer degistirme ile ilgili kosullar kullanilir, kuvvetler ile ilgili sinir kosullar kullanilamaz. Ornegin sabit bir
mesnette ¢okme sifir kosulu kullanilir fakat moment sifir kosulu kullanilamaz. Ciinkii moment=0 bir yer degistirme kosulu degil, bir kuvvet kosuludur.

* Mukavemet derslerinden elastik egri denkleminin -Eluy = p oldugu bilinmektedir. 4 kez integral alinirsa u, nin 4. derece polinom oldugu anlagilir.

* Bir fonksiyonun bir noktada minimum olma kosulu o noktada birinci tiirevinin sifir, ikinci tiirevinin pozitif olmasidir. Denge konumunda IT nin daima bir minimum
oldugu daha dnce gosterilmisti, dolayisiyla minimum kosulu 01/a = 0 dur, ikinci tiireve bakmaya gerek yoktur.

]
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu

Teorik ve sayisal uygulamalar:

N

X
X2
Ornek 3.1: Sagda gérillen sabit kesitli gubugun ekseni f f
boyunca pi(x;) c¢izgisel yukl etkimektedir. E elastisite é pi(x1) ! A
modiili, A kesit alani ve L bilinmektedir.g=0, v=0 A"~ > >~ |7 X
< — / 1

alarak(kendi yOkind ve Poisson etkisini ihmal ederek) « L Kesit
gubugun toplam potansiyel ifadesini yaziniz.

dO=1-dx; (¢izgisel yiik)

1 :
n=§f ETEEdV—fBTEdO—ngEdV—*@ dV:AdXI
Y Op v p1(x1) uy ()
1 (L L uy () p=| 0 [u=] 0 [,g=0
= Ef €11 E €1 Adx; — f[P1(x1) 00| 0o [-1'dx 0 0
0 0
p £ = &, (digerleri=0)
EA (L )
= Tf €11 dx; — f P (x1) uy (x1) dxy du,
0 4 €11 = dx, =u(x,)
= b;_AfOL[ui(xﬂ]z dx; — fOL p1 (1) uy(x1) dxy (3.16)
Ornek 3.2: Sagda gérilen celik cubuk _kendi agirhigi /)
altindadir. alt ucundaki yer degistirmesini RITZ metodu ile > X7
hesaplayiniz. Eksen ydniindeki u,(x;) yer degistirmesinin ¢
fonksiyonunu dogrusal varsayiniz. ¢ Le20
=20m
i s . =2.11011 N 2
Yer degistirme fonksiyonu: u, (x;) = ay + a;x;. — i/ g1 O(poissoﬁthkisi ihmal)
k .
u, (x1) sistemin sinir kosullarini saglamalidir: ¢ p= 7800,,1_% (malzemenin
x; =0dau,;(0) =0olmali » a, =0, . birim kitlesi)
¢ g=10 = (yer gekimi ivmesi)
Sinir sartlarini saglayan fonksiyon: u,(x;) = a;x;. i
EA oL ) L X1 p= 0 (yuzeysel kuvvet)
= 7f0 (w1 (x)] doxg — fo g1 u1(x;) Adx; < |Bak:3.16 ?X3 4 J1=pg (Birim hacim kuvveti)
W) =a, (@) =d e aveadn
X2
L
EA L .
= - a?dx; — fpg a,x; Adx, Kesit
0
0
L

_EA L

i
2 Jo

a?dx, — pgA f a;x; dx;
0

EA| 5 L 1 Nk

1= 7|a1 x1l6 -pgA |Ea1x1 |
0

EA 1
I =="a?L—->-pgAa,l?

21 2 ! Yer degistirme fonksiyonu:

. - uy (%) = QLx
11 nin minimum olma kosulu: Y i
o L 09 Gubugun alt ucunun yer degistirmesi: x; = 20 m
e =21 10 - me nemm

]
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu

Ornek 3.3: Sagda gériilen sabit kesitli cubugun(kirisin)
ekseni boyunca p:(xi) cizgisel yUOku etkimektedir. E

. ey a . . Pz(X1)
elastisite moduli, A kesit alani, I3 atalet momenti ve L
bilinmektedir. Gubugun toplam potansiyel ifadesini HH“““@HHHHHH

yaziniz. 9 alxxz)
b noktasi x; dogrultusunda u; kadar yer degistirerek b* fF-—————-- }(;@ 777777 —> -
noktasina, a noktasi da a’ gider. Kesit @ kadar déner, a’ { ’ X | El\dAjdx e
noktas! x; e ters yénde u; kadar yer degistirerek a” ] dV-dad;
noktasina gider. x; yoninde yer degistirme yoktur. Y *xZ d0=T-dx;
Dénen kesit dizlem kalir, ¢arpilmaz, elastik egriye dik M;
kalir varsaylimaktadir (BERNOUILLI-NAVIER). g A 0
u, yer degistirmesi sadece x; in, u; yer degistirmesi hem e P= [pZ(xl)]
x4 in hem de x; nin fonksiyonudur. o __ 0
g (xq, x3)

\ - Ez[ uy (1) ]

b'a'a" liggeninden: Elastik egfi=— \ Donmis kesit 0
Yer degistirme Dénmemis

-u du du
D~Tan@p=—"12=—"2 > u1=——2

1
I
[[=}

x kesit diizlemi
2
X2 dxq

dxq :
N Hacimsel yiikiin p, (x;) yiizey
K)iigijk acinin Tanjanti Elastik egrinin tiirevi= egim yiikiine katildig1 varsayildi.
actya esit alinabilir
Bak: 2.12

s B
B_xl 0 0 Sifir olan sekil degistirmeleri € vektoriinden
0 a 0 0 u cikardik(islemleri azaltmak igin)
[ill'l dx, [ ox 1 ]
22 a 0 4
0 0 Xl 9.
|€33| _ a3 ul _ 0 R [311] _ ax; 1
| 7|0 o 2| T, Lo el (o, 4,0
&3 Ox, 0xq \_9_/ ax Uy + ox u ax Uy + 0x4 Uz
u
leg 1o 2 2% 0
‘—é—“ Ox3 O0x, 0
- a a
Z 0 =
L 0x3 x4
B —— ——
2 BERNOULLI-NAVIER varsayimi nedeniyle &1, = 0 ve
_ 2 sekil degistirme vektorii €14 sekil degistirmesine esit oldu.
_ d dusy x d“us, x
11 dxqy dxy 2 T axz 2 d?u . 1
= = 1 - = ——2 = g =
[512] o au, p duy - du, £11 o2 X2 E2=0-¢e=¢y (Bak dipnot’)
- -\ xz) + uz - +
0xp “dxq 0xq L dxq dxq

= %fv ETEE av — fop ET ng - fVQT ng —iBak: 3.11. g = 0 oldugundan son terim diiser_‘
1 L (U1
m== [, &1 EeqdV—[]10p, 0] [uz]-1" dxy

L0
E (L d? L
= ;fo fozsz [d:; 12dx; — fo pauz dx;

I3 = Atalet momenti=sabit
d 2 Uy

uy = e ile gbsterilirse, toplam potansiyel

‘uz ve p, x; in fonksiyonudur,

7= %f:[ug ]2 dxl _ f()L Doty dx1 _ basitlestirmek igin yazilmamistir (31 7)

olur.

Sekil degistirme: g;; = —uj x, (3.18)

Egilme momenti: M3 = [, 01,%,dA = — [, Euyx} dA = —Elsuy (3.20)

Kesme: V, = % (3.21)
0%,

! Kesme(kayma) sekil degistirmelerini dikkatte almayan kiris teorisine EULER-BERNOULLI kirisi denir. Jacobo BERNOULLI(Belgika asilli Isvicreli, 1655-1705),
Leonard EULER(Alman, 1707-1783) ve Daniel BERNOULLI(Belgika asilli isvigreli, 1700-1782 ) tarafindan 1750 li yillarda gelistirilmistir. Sekil degistirmelerin kiigiik
oldugu yiiksek olmayan kirslerde, ince plak ve kabuk problemlerinde kullanilir. Kesme sekil degistirmelerini de dikkate alan kiris teorisine ise Stephen
TIMOSHENKO(Rus, 1878-1972 ) kirisi denir. Aralarindaki fark: EULER-BERNOULLI kirisinde donmiis kesit elastik egriye dik kalir, TIMOSHENKO Kkirisinde dik
kalmaz.
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu

>

2

Ornek 3.4: Sagda gérillen cubukta(kiris) E=30-106 kN/m* dir. *2
p=40 kN/m

Disey vyer degistirme fonksiyonunu u,(x;) = aoSin (7w x, /L) f

varsayarak agiklik ortasindaki ¢dkmeyi ve momenti RiTZ/W, -

metodu ile hesaplayiniz, sonucu kesin ¢6zim ile karsilastiriniz. aeox

HL% mﬂ —> 025 ‘$
Kesit

—>
0.50m F

G6zim igin 6rnek 3.3 de belirlenen

_ElL ("

L
i ) [uy 12 dx, —J-quz dx; —'Bak: 3.17

0
toplam potansiyeli minimum yapan ay parametresini belirlememiz gerekir. Verilen u,(x,) = aySin (1 x, /L)
fonksiyonu sistemin sinir kosullarini saglamak zorundadir, kontrol edelim:
x:=0 da u,(x;) = 0 olmali(gékmeyen mesnet): u,(0) = a,Sin (ng) = a,Sin (0) = 0 saglyor.
x:=L de u, (L) = 0 olmali(cbkmeyen mesnet): u,(L) = a,Sin (n%) = a,Sin () = 0 sagliyor.

2 4
11 deki [uy) 12 1 u) = ao%Cos (n%), uy = —a :—zSin (n%), [uy]? = a02:—45in2 (n%)
I deki p, = —p (x: ile ters yonde) dir. Yerine yazalim:
L

El; (¢ w* x
=—2| @,2—Sin? (nfl) dx; — f(—p) a,Sin (m x, /L) dx;
0

T2 ), 0 e
El 4 L L
3 7T ; X1 ;
=Ta02L—4_f0 Slnz(nf) dx, +pa0f5m (1 x, /L) dx,
0
El; ,m*\x, L _ 2m L L T |t
1 =Ta0 T E—E&n (Txl) + pay [=Cos (le)

El; _m*fL L _ /2« L
1l =—a02—[§——5m (—L)] +pa0E(1—Cos )

2 L* 4r L
El3 o, m* | A e— —
II = e a, il + Zpao — __ Sistemin tBplam pBtansiyeli ‘
P

. .. dIl
11 nin minimum olma kosulu = 0.
0

dn El3 m L apL* L L .
—=0:—=2ay=5+2p=-=0->ay=— degeri IT yi minimum yapar. Yerine yazilarak bulunan
dag 4 L3 T n3El3

4
u, (xl) = — :51)51:13 Sin (n- xl/L) ;,,,;!Sisteminyer degistirme fEnksiyEnu ‘

yer degistirme fonksiyonu sistemin denge konumuna aittir.

Aciklik ortasinda, x; = % de, yer degistirme=¢ékme=6:

. L 4p 14 D 14 ‘ E{(szul,saren yer: degl,s{lrme‘nm X, nin ters
S —— )= - = — ———_ yéniinde Bldugunu gésterir.
2L nSEl; 76.5EI3 !

apL*
m3El3

5=

olur. Agikhk ortasinda, x; = % de moment M3, 3.20 bagintisindan(veya mukavemet dersinden bilindigi gibi):

. 2 .. - 4pL* .
~Elyuy = Mj tir. uy = —ao 75 Sin (nxL—l) idi. ag = ———ve xi=L/2 yerine konarak
3
M, = 4plL? _ pL* bulunur 0 yer degistirmesinde hemen hic hata yok.
3 .75 )

M3 momenti, kabul edilebilir diizeyde, hataldir.
Yer degistirme hatasiz iken moment neden hatalidir?

Bir biiyiikliik tiirev alimarak hesaplandiginda

Analitik kar§lla§tlrma. sonug, az da olsa, hatali olur. Yiiksek dereceden
Hata: %0.4

5pL4 14 L4 tiirev aldikca hata artar.
§=—=2 = 2 (mukavemet), § = ——— (RITZ)
384El3 76.8E13 76.5EI3 SEM de o6nce yer degistirme hesaplamir. Sekil
:| degistirme yer degistirmenin tiirevi alinarak bulunur.
_ pL? _ pL? N ileiien G55 Sekil degistirme bir miktar hatali olur. HOOKE
M; = e (MUKavemet)7 Mz = 75 (RITZ’I kullanilarak sekil degistirmeden bulunan gerilme de

biraz hatali olur.
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu

Sayisal karsilastirma:

L 0.25-0.5°% 56102 b
=T T A m
5——LL——0 0087 m = 8.7 (mukavemet)
T 38430106261073 m = o./mm {mukav _ Hata: %0
X3
§=———2% - _00087m=87mm (RITZ)
76.5-:30-10°-2.6-10

62
M, = % = 180.0 kNm (mukavemet) } Hata: %3

62
M; = 22> = 185.8 kNm (RITZ)
. X2
Ornek 3.5: Sagda gériilen cubukta(kiris) E=30-106 kN/m? dir. ?2 * i
Diisey yer degistirme fonksiyonunu u,(x;) = ay+ a;x; + p=40 kN/m s
a,x? +azx} varsayarak agiklik ortasindaki ¢Okmeyi ve /w)ﬁ o ]
momenti RITZ metodu ile hesaplayiniz, sonucu kesin <
¢6zlm ile karsilastiriniz. -~ L=6m—————> ﬂgﬁ FF

esit

Kirisin toplam potansiyeli:
L

El; (t
= _3f [uy 12 dx, —fpzuz dx, __IBak: 317
0
0

2

Sistemin sinir kosullarini saglayan ve toplam potansiyeli minimum yapan a; parametrelerini belirlememiz
gerekir. Sinir kosullari:

x;=0da u,(x;) = 0olmali: u,(0) =0- a, =0

xs=L de u,(x;) = 00olmal: u,(L) = 0 - a;L + a,L? + a3L3 = 0 - a; = —a,L — agl?

Yer degistirme fonksiyonu: uy(xq) = (—ayL — a3L2)x1 + azxi + agxi olur. ,,,,;!Sistemin sinir kBsullarint saglayan fBnksiy@n

11 deki [uy 12 1 up = —ayL — aszl? + 2a,x; + 3agx?, uy = 2a, + 6asx;, [uy |? = 4a? + 24a,a;x;, + 36a3x?

IT deki p, = —p (xzile ters ydnde) dir. Yerine yazalim:

L
Ely (* 2 2,2 2 2 3
Il = -5 (4a5 + 24a,a3x; + 36a5x7) dx; — | =p[(—a,L — asL” )x; + a x5 + azxi] dx;
0

0
L
az as
3 4
_xl +_x1)

El 1
= T3|4a§x1 + 12aya3x% + 12a§x13|§ +p |E (—azL — azl®)x? + 2

0

I = 22 (4a3L + 12a,a;L% + 12a313) — 3 a,L3p — ; azL*p — Sistemin i@plam pitansiyeli |
om _El 2y _1y3,
0 = 2 (8a,L + 12a3L%) Lp=0 | ‘
— TBplam pBtansiyelin minimum Blma kBsullari= Iki bilinmeyenli 2 denklem
O _ 5 (120,02 + 24a,0%) - 2 1p = 0
6a3_2(a2 a3)4p—

iki bilinmeyenli iki denklemi matris notasyonunda yazalm:

pL3
8L 1212 az]_ 3El, - _ pl? _
1212 24L3Ha3 = [ | 2 G0zim ~> a; =S5, a3 =0
2EI,

uy(x,) = (—a,L — azL? )x; + apx? + a;x3 fonksiyonunda yerine yazalim:

pL?

Ll (Lx1 _ x12) ,,:;¢!Sisteminyer degistirme f@nksiyZnu ‘
24EI3

uy(xq) = —

Aciklik ortasinda, x; = % de, yer degistirme=¢ékme=6:

2
——_ yéniinde Bldugunu gosterir.

T 96EI;

) p L4 ‘Eksi isareti yer degistirmenin x, nin ters

2 /L
Pr (LZ-12/4

§ =u(L/2) = - 24E13( 2
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu

olur. Aciklk ortasinda, x; =§ de moment Ms:

pL?
12EI5

_E13u£, = M3 tL]I’. ué’ = -
LZ

M, = 2= bulunur.
12

Analitik karsilastirma:

5pLé 14 L4 @ Hem § yer degistirmesinde hem de M; egilme
§=—= = __P_ (mukavemet), § = —2— (RITZ) ’ ’

momentinde agir hata vardir. Neden?

384EI3 - 76.8El3 96EI3
2 2 . @ 1)Bir biiyiikliik tiirev alinarak
M; = pr (mukavemet), M; = e (R|TZ)\’@| hesaplandi@inda sonug, az da olsa, hatah
8 12 olur. Yiiksek dereceden tiirev aldikca hata
artar.
Sayisal karsilastirma:
3 2) Yer degistirme fonksiyonu olarak secilen
_ 0.25-0.5 _ 3 4 polinomun derecesi yetersiz ise hata biiyiik
ly=——p—=26-10"m p.
__5 40-6* — _ — SEMde &nce yer degistirme hesaplanir. Sekil
6= 38430-106-2.6:1073 0.0087'm = 8.7 mm (mukavemet) _JHata: %21 || degistirme yer degistirmenin tiirevi alinarak

bulunur, dolayisiyla sekil degistirme de,

.64 . ..
5= _40—6_ = —0.0069 m = 6.9 mm (RlTZ) HOOKE lfullamlarak sekil degistirmeden
96:30100-2.6:1073 bulunan gerilme de hatali olur.

40-62 Hatanin azalmasi icin yer degistirmenin
M; = —~ = 180.0 kNm (mukavemet) ) Hata: %33 daha yiiksek dereceli polinom olmasi
206 ’ gerekir.

Ornek 3.6: Sagda goériilen cubukta(kiris) E=30-106 kN/m? dir. X2

X2
Disey yer degistirme fonksiyonunu u,(x;) =ag+ ajx; + f p=40 kN/m * i
a,x? + azx? + a,xf  varsayarak agiklik ortasindaki ¢ékmeyi ‘:'ﬂﬂﬁﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂj » -— S
ve momenti RITZ metodu ile hesaplayiniz, sonucu kesin X 3
¢6zim ile karsilastiriniz. ‘. L=6m /777, 0.25 r?

Kesit

Kirisin toplam potansiyeli:

L
El; (L
= 73 [uy 1% dx, — J- pau; dxl“"iJ:Mak: 317
0
0

Sistemin sinir kosullarini saglayan ve toplam potansiyeli minimum yapan a; parametrelerini belirlememiz
gerekir. Sinir kosullari:

x;=0da u,(x;) = 0olmali: u,(0) =0- a, =0

xs=L de u,(x;) = 0olmali: u,(L) = 0 - a;L + a,L? + a3L3 + a,L* = 0 > a; = —a,L — azL? — a, I3

s 2
—— Sistemin sinir kBsullarini

Yer degistirme fonksiyonu: u,(x;) = (—a;L — azL? — asL?)x; + azx% + azxi + agx] | saglayan fenksiytn

11 deki [uy 12 1 uy = 2a, + 6agxy + 12a,x%,  [uy 1? = 4a2 + 24a,a5x, + 36a3x? + 48a,a,x? + 144aza,x3 + 144a3xt

11 deki p, = —p (X2 ile ters ydnde) dir. Yerine yazalm:

L
— EL 2 2,2 2 3 2.4
1= > (4a5 + 24a,a3x, + 36a5x7 + 48aa,x7 + 144aza,x; + 144a5xy) dxy
0

L
+p f[(—azL —azl? — a,L3)x; + ax? + azxd + axt] dx;
0
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu

El; 2 2 3 3 144 5 1 3 1 4 3 5
I = > 4a3L + 12aa3L* + 12a L3 +12a,a,4L3 + 36aza,L* +?a4L —gasz —ZagpL —EamL
’mmm tlam pBtansiyeli
IT nin minimum olma kosullari 5 =0:
2L = 0: 22 (8a,lL + 12a;12 + 16a,1%) — =L = 0
2
;)_H -0 513 (12a2L2 + 24a3L3 +36a L4) —=—£=-0 ,!Tlam pBtansiyelin minimum Blma kBsullari= Ug bilinmeyenli 3 denklem
as
on Ely 288 3L5p
6_614 = 0: (16a2L3 + 36a3L4 + ?a4L5) - T =0
Ug bilinmeyenli {i¢c denklemi matris notasyonunda yazalim:
[PL*]
8L 1202 16l |3E13
1217 241% 36L* S Gozim — a, = 0 g, =P a=__P
16L3 36L4- @LS |2 | 2 ’ 3 12E13 ’ 4 24E13
5 3L5p
5

Uy (1) = (—ayL — azl? — a,Ll®)x; + ayx? + azxd + a,xt fonksiyonunda yerine yazalim:

_ 14 L3x 3, x* [ < s o :
uz(x1) = — A (T_ Lx +7) _— Sistemin yer degistirme f@nksiyZnu ‘

Aciklik ortasinda, x;, = % de, yer degistirme=¢cékme=4:

22 87216

8§ =uy(L/2)=—

p I3 I3 114 SP L4 ‘E{(si"i,sareti yer degi,sgirme‘nin X, nin ters
5 = — 38451 /,,:;,,Wyonunde Aldugunu gésterir.
3 3

olur. Acikhk ortasinda, x;, = 5 de moment Ms:

—Elzu) = M3 tlr. uj) = E( Lx; + x%)

2
M; == bulunur.

Analitik karsilastirma:
= Hata: % 0
3?:;1};1 (Mukavemet), § = — spL* (RITZ)" ata: %
3

My =2 (Mukavemet), My = 2~ (RITZ)- Hate: %0

Sayisal karsilastirma:

_0.25-05% b 6103 mt
3T T2 T~ m
§= -2 _ 0087 m = 8.7 mm (Muk t
T T 3843010626103 m = 8.7 mm (Mukavemet) Hata: % 0
5 40-6*
§=——————=-0.0087m = 8.7 mm (RITZ)
384 30:10°-2.6:10
My = %55 = 180.0 kNm (Mukavemet)) a0
40-62
M; = === = 180.0 kNm (RIT2)
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3. is, toplam potansiyel, toplam potansiyelin minimum olma kurali, RITZ metodu
Grafiksel karsilastirma:

3.4, 3.5 ve 3.6 drneklerinde bulunan sonuglarin grafikleri kargilastirmak amaciyla verilmigtir.

X2

* p=40 kN/m

!!!!!!V!!!VH!HVVl
7777X1

up (m)
L L L L L L L " X (m)

A 1 2 5 4 :
~0.002 |

[ N

\]

[ \)
0,004 | X

[ \

r N\

L \\~
0006 ¢ SYeeo . _—_4" Uy (x1) = ag + a1x, + ayx? + azx? fonksiyonu(RITZ)
~0.008 ,

{ Uy (x1) = agSin (w x, /L) fonksiyonu(RITZ)

8 = 0.0087 m = 8.7 mm cékme Uy (x1) = ag + ayxy + apxf + asxi + ayxi fonksiyonu

(Teorik ve RITZ)
M (KNm) M = 1858 kNm « u; () = apSin (=) den(RITZ)
3 = 185. 2(x1) = ag
. ; L
— Mg =180 kNm « uy(x;) = ag + ayx; + a,x% + azx3 + auxt den
1501 (teorik ve RITZ)
I’
- - - --------------------’\ -----
100kF / \ L My =120 kNm « uy(x1) = ag + ayx; + ax? + azx3
i fr D) den (RITZ)
(4 N\
[ a \
50? ’O. )
L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L xl (m)
1 2 3 4 5 6

Yer degistirme fonksiyonu 4. derece polinom segildiginde RITZ sonuglar teorik sonuglar ile ayni olmustur.
Gunkd BERNOULLI kiriginin diferansiyel denklemi -Eluy = p dir, 4 kez integral alinirsa u, 4. derece bir
polinom olur.

Tek parametreli u,(x;) = a,Sin ("Txi) fonksiyonu da teorik sonuglara ¢cok yakin sonug¢ vermistir.

Bunun anlami sudur: Secilen fonksiyonun tipi veya polinomun derecesi yeterliyse RITZ teorik ¢6zime ¢ok
yakin sonug vermektedir.
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