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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

Matris ve skaler: Sonlu  Elemanlar xz 5
Metodu(SEM) matris notasyonunda1 formile o0 %90
edilir. Bu notlarda matrisler alti cizilerek skaler xs - Xs

blyUkliklerden ayirt edilecektir. A veya a skaler X
bir blyUklik, 4 veya a bir matris anlamindadir. /

birim matris, ¢ sifir matristir. 4 nin transpozu 47, X1 X

tersi A ile gosterilecektir. s, o0?

Genel koordinat sistemi': Kartezyen koordinat  * o X
' A

sistemi kullanilacaktir. Genel koordinat

sisteminin eksenleri aligilagelmis olan x,y,z *
yerine x;,x,,x; ile gosterilecek, bazen, her ¢ P 3 X
ekseni temsilen kisaca x; kullanilacaktir (i=1, 2,
3). 90°
Genel koordinat sistemi daima sag sistem 900 /Xz /
olacaktir. Sag koordinat sistemi i¢in sagda X X0 i
drnekler verilmistir. X %

T~
Sag koordinat sisteminde; x;,x, eksenleri bir vidanin bashginin <
diizleminde olmak Uzere, x; ekseni x, eksenine dogru 90° - o
dénduardlduginde vida saplanma hareketi yapar. x5 ekseni vidanin % g, *2

ucuna dogru yénlenmistir.

Yerel koordinat sistemi': X1,%,,%; ile gosterilecek, bazen, her Ug¢
ekseni temsilen x; kullanilacaktir (i=1, 2, 3). Yerel koordinat sistemi
sag sistem olacaktir.

T
<

Genel
% X
X1

X,

X

Bir kafes sistemde sistem ve yerel eksen

. . . o a3
Malzeme: Homojen, izotrop ve dogrusal elastiktir’. HOOKE kanunu smegi. Sistem x , ve yerel X , cksenler

gecerlidir.

kagit dizlemine dik ve size dogrudur.

Yikler: Statiktir.  YUklerin yavas yavas nihai degerine ulastigi, o
titresime neden olmadigi varsayillmaktadir.

Yer ve sekil degistirmeler: k[]g[]ktﬂr“. Bu varsayimin amaci denge

denklemlerinin sekil degistirmemis geometri Uzerinde kurulmasi, yer E
degistirmeler ile sekil degistirmeler arasinda basit bagintilar R
kurulmasidir. 1]

Bir eksenli gerilme halinde dogrusal
elastik malzeme davranisi 6rnegi.

HOOKE malzemesi: 0 = E¢

Coéziim(analiz) yontemi: Yukarida yapilan varsayimlar; bu ders notlarinda verilen Sonlu Elemanlar
Metodunun sadece statik analiz i¢in gegerli olacagi anlamindadir. Dogrusal olmayan malzeme, dogrusal
olmayan geometri, dinamik analiz ve stabilite analizi problemlerine dogrudan uygulanamaz.

T
Matris islemleri 6zet bilgileri icin bak: EKLER
Genel koordinat sistemi=Global koordinat sistemi, Yerel koordinat sistemi=Lokal koordinat sistemi
Her noktast ayn1 maddeden olugsan malzeme homojendir. Elastisite modiilii, Poisson orani, yogunlugu, 1s1 iletkenligi, dayanimi gibi mekanik 6zellikleri her dogrultuda

ayn1 olan malzeme izotroptur. Dogrusal elastik malzemede gerilme artarken de, azalirken de sekil degistirme orantili olarak artar veya azalir. Gerilme artarken de, azalirken
de gerilme sekil degistirme grafigi ayn1 dogrudur. Gerilme sifirlandiginda sekil degistirme de tamamen geri doner, kalic1 sekil degistirme yoktur.

Celik ya da betonarme bir kiris yiik altinda yer degistirir(sehim yapar=sarkar). Sarkmay1 géremiyorsak yer degistirme kiigiiktiir, milimetre mertebesindedir. ipte gezen bir
cambaz yiiriidiikge sarkmay1 goriiriiz, yer degistirme biiyiiktiir, belki metre mertebesindedir.

. ]
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

2.1 Tasltyici sistemler

Cubuk sistemler: Cubuk denilen(bir boyutu dider iki boyutuna gdre ¢ok blylk olan) elemanlarin
birlesiminden olusan sistemlere gubuk sistemler denir. Kafes ve ¢ergeveler bu tirden sistemlerdir.

Kafes sistemin gubuklarinin(elemanlarinin) mafsalli birlestirildigi, elemanlarin Gzerinde yik olmadigdi, dis
yUklerin birlesim noktalarinda(digumlerde) etkidigi varsayilir. Bu varsayimlar sonucu elemanlarda sadece
eksenel kuvvet olusur, egilme momenti, kesme ve burulma momenti sifirdir. Kafes sistem genelde yapi geligi
ile, nadiren ahsap ile insa edilir. Gatilarda, kdprilerde ve sanayi yapilarinda kullanilr.

P2
Xz

Diizlem kafes

Cerceve sistemin elamanlari birbirine genelde rijit baglidir. Dis ylkler eleman (zerinde ve digimlerde
etkiyebilir. Cerceve elemanlarda eksenel kuvvet, kesme kuvveti, ediime ve burulma momentleri gibi i¢
kuvvetler olusur. Cerceve sistem yapi ¢eligi ve yaygin olarak betonarme olarak ingsa edilir. En yaygin
kullanim alani ¢ok katli yapi ingaatidir.

X2
p
P 7
P, * e
/P \J
\AAAAAAAL Pi—»
P3
%// 77777 > X
/7777
777 x3/
Diizlem gerceve Uzay cergeve

Yizeysel tastyicilar: Kalinhgi az(5-30 cm civari) olan diizlem veya egrisel ylzeyli tasiyici sistemlerdir.
Yiuzeysel tasiyicilara sUrekli ortam da denir. Levha, plak ve kabuk bu tirdendir.

Levha sistemde dis ylUk levha dizlemi igindedir, yizeye dik etkiyen ylUk yoktur. Deprem perdesi,
istinat(dayanma) duvari, tinel, agirhik baraji ve basingli boru problemleri levha problemine érnek olarak
verilebilir.

Plak genelde cok kath yapilarda déseme olarak ve képri tabliyesi olarak kullanilir. Dis yik plak dizlemine
diktir.

Xz
b2 v
/ /4¥> /‘r ——————————————————————————
é —t-] // p
7 7‘P1 t<<a B~
2 > t<<b )‘(‘3 t<<a
Ll K2
7 N J 24 t<<b
/] . i
X1 !
- a > «———a
Levha Plak(doseme)
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

Kabuk kalinhgi az (=10 cm), egrisel ylzeyli tagiyicidir. Dig yikler genelde yizeye yayilidir. Kubbe, kemer
baraj, yiksek sanayi bacasi, sogutma kulesi ve tlinel yapiminda kullanilir.

Kabuk

Diger: Surekli kiris, kemer, kablolu tasiyici, basingh boru hatti(papeline), tinel, baraj, istinat duvari gibi
sistemlerden de bahsedilebilir. Kablolu sistem c¢ok blylk yer degistirir, dolayisiyla geometrik dogrusal
olmayan analiz gerektirir. P,

T {
A AT A
Siirekli kirig

p
YY VYV VYV YV VI YYYYYIYYY

Kemer

Yiiksiiz kabloz

gl
Yer deistirme
cok buyuk(érnek: 1 m)

et

Kablolu sistem

«\f_ ‘

Basingli boru Birim kalinlikta dilim
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

2.2 Elastik cismin' temel bagintilari

Sagdaki elastik cisim ylzeyinin bazi noktalarindan uzayda mesnetlenmistir. Bu noktalar yer degistiremez. V
cismin toplam hacmi, O toplam ylizeyi, 0, mesnetlenmis toplam yizeyi, 0, yuklenebilir ylzeyi olsun. p
ylklenebilir ylzeydeki yayili yik, g hacimde yayili ylktur(birim hacim agirlik). Yukler; cismin yer ve sekil
degistirmesine ve gerilmelerin olusmasina neden olur.

Bir noktanin yer degistirmesi u, gerilmeleri o ve sekil degistirmeleri ¢ vektorleri ile gdsterilir. Matris

notasyonunda Yik: p

011 8]]
p g u 022 522
1 1 1
_ _ _ _| 9 _| €33 (2.1)
P=|DP 8= |8& | u=|U | d= ,E=
p g u 0-12 812
3 3 3
0-23 523
03] i _53] i
.. Mesnetlenmig
dir. Burada /=1, 2, 3 olmak lizere: yizey u =0

p;, 8; - YUklerin x; ekseni yonundeki bilesenini

u, : yer degistirmenin x; ekseni yonindeki bilesenini

o, - normali x; olan diizlemde ve x; ekseni yoninde olan normal gerilmeyi

g, normali x; olan diizlemde ve x; ekseni yoninde olan kayma gerilmesini(/#))
&, normali x; olan diizlemde ve x; ekseni yonlnde birim sekil degistirmeyi

;1 0, kayma gerilmesinden olugan kayma sekil degistirmesini(agisal degjigimi)2

go6stermektedir. Bunlar, cismin her noktasinda farkli degder alirlar, yani x; koordinatlarinin fonksiyonudurlar:
B(x])XZ)xj’ )) g(x])xzrx_? )) %(x])XQ)x_? )) Q(x])-XZ)x3 )) §(x])x2)x3)' BaSitIigi Saglamak igin gogu kez B: g) ﬂ, Q: §

seklinde yazilmaktadir. Bu blyUklUkler arasinda, statik, mukavemet ve elastisite teorisinden bilinen,
asagidaki bagintilar vardir.

a) Denge denklemleri: p, g yUkleriile g gerilmeleri arasindaki diferansiyel(tlrevsel) bagintidir.

b) Sekil degistirme-yer degistirme bagdintilari: ¢ sekil degigtirmeleri ile u yer degistirmeleri arasindaki
diferansiyel bagintidir. Geometrik uygunluk veya sureklilik kosulu da denir.

c) Gerilme-sekil degistirme bagintilari: g gerilmeleri ile £ sekil degistirmeleri arasinda, deneysel olarak

ortaya konmus bagintilardir. Blnye denklemleri, malzeme kanunu veya HOOKE kanunu da
denilmektedir.

Uygulamada ¢6zilmesi gereken en yaygin problem sudur: Geometrisi, malzemesi, mesnet kosullari ve p, g
yUkleri bilinen elastik cismin u yer degistirme, £ sekil degistirme ve g gerilme vektdrlerinin hesaplanmasi

istenir. Denge denklemleri, Sekil degistirme-yer degistirme bagintilari, Gerilme-sekil degistirme
bagintilari ve cismin sinir kogullari (mesnet kosullari) kullanilarak u, € ve g hesaplanir.

! Cisim kelimesi herhangi bir tastyici sistem anlaminda kullanilan genel bir kavramdir. Cisim; herhangi bir malzemeden(ahsap, ¢elik, betonarme, ...)
yapilmis, diizlem veya uzay bir cubuk sistem(kafes, cerceve), bir siirekli ortam(levha, plak, kabuk, ...) olabilir.

% Klasik mukavemet derslerinde kayma gerilmeleri ve kayma gerilmelerinden olusan sekil degistirmeleri genellikle 7 ve V. ile gosterilir.
i i

Buradaki gosterime gére g =71 ve g = Vi anlamindadir.
ij ij ij ij

. ]
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar
2.3 Denge denklemleri

Cismin icinde denge: o gerilmeleri ile g ylkU arasindaki bagintilardir. Cismin iginden c¢ikartilan

dV=dxdxzdx; hacimli ¢ok kii¢Uk bir pargaya etkiyen g, gerilmeleri ve g; hacimsel kuvveti(birim hacim agirlik)

asagidaki sekilde gosterilmigtir. Denge icin, her eksen yodnundeki kuvvetlerin toplami ve her eksen
etrafindaki momentlerin toplami sifir olmalidir. Gerilmeler etkidikleri ylizey alani ile carpilarak esdeger

kuvvete donustirilebilir. Mesela, sol yizdeki o, gerilmesi kenarlari dx, ve dx; olan ylizeye etkidiginden
bu yizde x; dogrultusundaki esdeger kuvvet g,,dx,dx; olur.

0221022

Yiik: p

02+,
G33
oz3+dozz O3l

g2
o1y 7 LS Gy Oprdos:
G2 O'32+d0'32,y/ O g1 o +doy; X1
5 £gs
o3+dos; oo \X1
023
os+dos; 021
O 5
/fﬁ::::?\\\\\;\ ’
X3

dxz\/

Eksenler etrafindaki momentlerin toplami: Her (¢ eksen etrafindaki moment toplami mukavemetten ¢ok iyi
bilinen

O, =0,, 0;3=0;, 0; =0, (22)

bagintilarini verir: Birbirine dik ylizeylerdeki kayma gerilmeleri birbirine esittir.

x4 yoniindeki kuvvetlerin toplami:

~ &, du,dx, +(0)+do,, Jd,dx, = 0, dh,dx, +(0, + b, )dx,d,
—?‘ﬂdx]dxz +(U/1 +do,, )dx,dx, + g dx,dx,dx, =0

dir. Ustii gizili terimler birbirini gétirr:
do,dx,dx, +do,dx,dx, +do,dx,dx, + g ,dx,dx,dx, =0 .
do,,, do,,ve do;, kigik artimlari igin Taylor'e gére

0o 0o 0o
dUu :a—del’ dJZI =a—zjdx2, d031 ZO—”dx3

i X, X3
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

yazilabilir':
% dx dx, d, +% dx, dx,dx, + aazﬂ dx,dx,dx; + g dx,dx,dx, =0
1 2 I

dx,dx,dx, e boluntr ve 2.2 bagintisi dikkate alinirsa

60'11 + 60'12 + 60'13 +g, = 0 x1 ydninde denge denklemi (2.3)
Ox, Ox, Ox;

olur.

X2 ve X3 yoniindeki kuvvetlerin toplami:

Benzer yolla
60'21 + 60'22 + 6023 +g, = 0% X yoniinde denge denklemi (2.4)
2 -
Ox,  Ox, 5
60'31 60'32 60'33 ‘% X3 yoniinde denge denklemi
+ + +g,=0 ¢
0x, X2 3

bulunur. Bu U¢ denge denklemi 2.1 de tanimli g gerilme ve g yik vektorleri kullanilarak matris

notasyonunda asagidaki gibi yazilabilir:

i 19,
9, 2, 2]
ox, Ox, Oxy | "2 g 0
o) 0, 00 gl I, | ,
Ox, Ox, Ox; o, 82 D og+g=0 (2.5)
0 0 i 0 i i O, fL \—OF:
i Ox; Ox, Ox, | o, 8 0
T —
D g

—— tlrev operatorlerini iceren p matrisine diferansiyel veya kinematik operatér matrisi denir. D" matrisi
X .

1

Oyle dizenlenmigtir ki, 2.5 deki matris ¢arpimi yapildiginda denge denklemlerinin 2.3 ve 2.4 deki agik
ifadeleri bulunur. 0,, =0,,, 0;, =0,; ve 0,; =0, dir, bu nedenle g vektérine eklenmemislerdir.

Uygulamada genellikle & hacimsel ylkinin esdegeri cismin O,ylizeyine aktarilir. Bu durumda

D'g=0
Olur.

! Bir f(x) fonksiyonunun x + dx noktasindaki degeri Brook TAYLOR(1685-1731, Ingiliz) serisi ile

2 3,
f(x+dx)= f(x)+ U(x) dx + 0" f(x) o+ 0 /(x) dx> + .. dir. dx kiiciik olmak kaydiyla dx? ve daha yiiksek dereceden terimler, dx den cok

11ax 21052 31057
0,
daha kiiciik olacaklarindan, ihmal edilebilitler: f(x+dx)= f(x)+ f(x) dx . Bundan su anlasilir: x kiigiik bir dx kadar artirilinca fonksiyonun
0x
9
degeri o(x) dx kadar artarak f(x)+ yix) dx olur.

Ox Ox

il oo
O halde, benzeterek, o, +do;; =0, + de oldugu, yani do,; = —1L 4y almabilecegi anlagilir.
ox 0x
. ]
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

Cismin yluzeyinde denge : g gerilmeleri ile p yukd arasindaki bagintilardir. Elastik cismin yizeyini de

iceren ¢ok kiguk Uggen piramit bir parca kesilip ¢ikartilarak asagidaki sekilde gosterilmistir.

4 4 pi| pi|
abclggen yuzeyi cismin p ile yukli yuzeyi, oac, oab ve obc ylzeyleri ise cismin iginde g gerilmelerinin

olustugu ylzeylerdir. Sekilde sadece x; ekseni yoniinde etkiyen gerilmeler ve p ylzey yukinin x;
yoniindeki bileseni gdsterilmistir. x; ydninde denge

A V| 4 Pl
o,,0ac+ 0,, 0ab+0,, 0bc = p, abc (2.6)

dir. abc ylzeyinin normalinin eksenlerle yaptigi acilar a,, @,, @; olsun. Normalin Kosinis dogrultmanlari

4 4 4 4
n,=Cosa,, n, =Cosa,, n; =Cosa; gobsterilsin. oac, oab ve obc yizeyleri abc yiizeyi cinsinden

yazilabilir':

A 4 4 Oﬁlcyl’]zeyi a?)c ylzeyinin normali x4 olan xo-x3 diizlemindeki izdisimudar
oac =abc Cosa, = abc n, 4 : e

A A A A A
oab = abc Cos az =abc n, % oab yizeyi, abc yizeyinin normali x; olan x;-s diizlemindeki izdistimadar
A4 A4 A4

— — A A
ObC - abc COS 0'3 - abc I’l3 % obc ylzeyi, abc ylUzeyinin normali x; olan x-x. diizlemindeki izdistimuduir

Bunlar 2.6 da yerine yazilir,

pa) 4 A A
0,,abcn, +0,,abcn, +0,,abcn; = p, abc

A4
abc kisaltilir ve 0,, =0,, ,0;, = 0,; oldugu hatirlanirsa

0']1 n, +0'I2 n, +0’13 n;=p, % x4 ydniinde denge denklemi

olur. Benzer yolla x, ve x5 yénindeki denge yazilabilir:

0'21 n, +0'22 n, + 0'23 n; =p, _<J X yéniinde denge denklemi
X3 yonlinde denge denklemi

O3 n, 035, n,+05; n; = p;

2.1 de tanimli g ve g vektorleri dikkate alinarak bu ¢ denge denklemi matris notasyonunda asagidaki gibi

yazilabilir:
_0”_
o
n, 0 0 n, 0 n/|| ” D,
o
0 n, 0 n, n; 0 0_33 = )25 qﬁTg:B (27)
0 0 n; 0 n, n 2 D;
. 0'23 —
n 1051 ] 2
[
g

! Bir diizlemin bir bagka diizlem iizerindeki izdiisiimii diizlemin alani ile diizlemlerin normalleri arasindaki a¢inin kosiniisii ile gamlmldln
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

n; = Cos a, degerlerini igeren l_’lT matrisine ylzeyden alinan ¢ok ki¢Uk parganin denge matrisi denir.

Yiklenebilir 0, ylzeyinin ylk olmayan noktalarinda p =0, 0, mesnet noktalarinda p = r reaksiyon kuvveti

olacaktir. Burada r_T=[r, r r3] dir.

2.4 Sekil degistirme-yer degistirme bagintilari R ——_—
degistirmemis geometri
£ sekil degistirmeleriile y yer degistirmeleri arasindaki diferansiyel

bagintilardir. Geometrik uygunluk veya sireklilik kosullari da denir.

X2
Yiksiz bir cisimde ne yer degistirme ne de sekil degistirme vardir. d
Yukler altindaki cismin noktalari yer degistirir ve cisim sekil degistirir. a @
Cismin igindeki prizmatik bir cisimcigin kenarlari normal gerilmelerin  x,
etkisiyle uzar veya kisalir. Kayma geriimeleri de cisimcigin @

carpilmasina, agilarinin degismesine neden olur.

X1

Prizmatik cisimcigin yer ve sekil degistirmemis abcd yizindn yer ve ST, rer e e
sekil degistirmis durumu a’b’c’d’ dir. Her iki yiiz buydtilerek sag degistirmys geomatr
alttaki sekilde gosterilmistir. dx; uzunlugundaki ab lifi a’b’ olmustur.
ab nin birim boy degisimi

_ab —ab _ab —dx,
ab dx,

1 ~ab =(1+¢,, )dx,
dir. Sekilden a’b’ i¢in
Ouy

dx 2
ox, )

. 0
(ab ) =(dx, +T?dxf ) +(
1

(1+&, P(dx, P =(dy, +O ay, 2 +( 22
Ox, Ox,

(1426, +&, dv, ) = (dn,  +2 2 (e, P +( 2 Py 7+ 22 P,
ox, ox, ox,

poY §

dx, )’

Her iki taraf (dx, )’ terimine béltintrse:

)2

2€11+€]2] :2%-’-(%)2-'—(%

X, X, Ox,
&,, sekil degistirmesi kiiguktdr, kareli terimler ihmal edilebilir:
Ou, 2.8) dx,
g, =— .
11 axl
olur. x, ve x, ydnindeki birim gekil degistirmeler benzer yolla & T
L= ve g 200 (2.9)
0x, 0x,
bulunabilir.

&,, acisal sekil degistirmesi, cismin x, —x, dizlemindeki agilarinda olan degisim olarak tanimlanir. abcd

dizlemi yer ve sekil degistirerek a’b’c’d’ dizlemi olmustur. a noktasindaki dik aci ab kenarinin & agisi kadar,
ad kenarinin da 3 agisi kadar dénmesi sonucu 77/2 —(a + ) olmustur. Toplam agisal degisim

Ep,=a+p

dir. a ve B kuglk acilardir. Tanjantlar kendilerine esit alinabilir:
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

Oy 4 Ou,
Tana=a = o | _ Ox <9y
dx, +%dx1 (1+¢,)dx; 0x,
1
| & << ] dir, 1 in yaninda ihmal edilebilir: ]+£” =]
0 0
uy g 0uy
Tan B~ [ = Ox, _ Ox, z%
d, +07dx (1+€, )dx, o,
2
&, <<] dir, 1 in yaninda inmal edilebilir: ]+g]2 =]
g, =0 0y (2.10)
2
Ox, Ox,

olur. Benzer yolla

23 31
Ox, Ox; Ox; 0x,

oldugu gdsterilebilir. Bu bagintilar mukavemetten ¢ok iyi bilinmektedir. 2.8 den 2.11 e kadar olan bagintilar
bir araya toplanir ve matris notasyonunda yazilirsa

_ 0y,
&= E
f _ -
_ Ou, i 0 0
£ = =
275 Ox,
X, 3
(e ] 0 — 0
€33 = Quy “u 0x,
ax3 € 0
ou, Ou 0 0 —lu
512:72+71 Ex | _ ax3 "
6)51 0x2 —— £, h i i 0 2 | — £ :QH (212)
g, =0, 0 e, | [ox o, LY
T 0x, Ox 0 0 | u
u, 0 0 I -l
g =9 [ OUs ~ Ox, O0x,
I ox,  ox, £ o , 0
| Ox; 0x; |
D

olur. p diferansiyel operator matrisinin transpozu 2.5 de tanimlanmisti. &,, =&,,, &, =&,; ve £; =&

dir. Bu nedenle, &,,,&;,,&;; sekil degistirmeleri £ vektbriine eklenmemiglerdir. 2.12 bagintisina slreklilik
kosulu da denir.
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar
2.5 Gerilme-sekil degistirme bagintilar
Gerilmeler ile sekil degistirmeler veya sekil degistirmeler ile gerilmeler arasindaki, deneysel olarak ortaya
konmus, bagintilardir. Binye denklemleri, malzeme kanunu veya HOOKE kanunu' da denilmektedir. Izotrop,
dogrusal elastik malzeme ve klUgik sekil degistirmeler icin asagida 6zetlenen bagintilar mukavemetten
bilinmektedir.

Sekil degistirme- gerilme bagintilari: ¢ ile g arasindaki bagintilardir:

_ 1
& _E(Uu —U0,, ~U03;)

_1 P
R A CE L P N I S R 0 0o To,]
£33 = é(aj’s V0, ~U0,, ) €2 v 0 0 0 T2
_2(1+v) —p || L7y o T 0 0 0 1% | —=pe=Go (2.13)
P Op E,l ELO 0 0 2(1+v) 0 0 0,
E

_2(1+U)U &, 0 0 0 0 2(1+v) 0 Oy
»o g O® e, ] Lo o o0 0 0 21+v)| oy |
31:T 31 £ G a
Gerilme- sekil degistirme bagintilari: g ile ¢ arasindaki bagintilardir:
o _#[(]—U)E +uveg, +UE,, |

11 (]+U)(]_2U) 11 22 33

E

g,=—[(I-V)E,, +UE,, +VE,. |

22 (]+U)(]_2U) ( )22 11 33

E

Oy =———[(1-V)&,; +UE,, +UE

33 (I+U)(]_2U)[( )33 11 22] (214)
o,=—LE ¢

12 2(]+U) 12
o,=— L ¢

23 2(I+U) 23
o,=— L ¢

31 2(]+U) 31
Matris notasyonunda
- [1-v v v 0 0 o 1

I v I-u v 0 0 0 €u

O v 1-v 0 0 0 22

o (1-2v) £

53| = E 00 0 = 0 0 9| ey 0= EE (2.15)
o,| (1+vu)(1-2v) €

0o 0 0 o Uz,

023 2 823
L% ] ) 0 0 % &5

g - > £

E

! Robert HOOKE (1635-1703, ingiliz ) tarafindan bir eksenli gerilme durumu i¢in 1660-1678 yillarinda ortaya konuldu. Leonhard EULER (1707-
1783, isvigreli), Thomas YOUNG (1773 —1829, ingiliz) , Giordano RICATTI (1782 civari, italyan), Augustin-Louis CAUCHY (1789 - 1857,
Fransiz), Siméon Denis POISSON (1781 —1840, Adhémar Jean Claude Barré de SAINT-VENANT (1797 —1886), Fransiz) katkilar ile gelistirildi,
genellestirildi ve genel HOOKE kanunu olarak anilmaya basladi.

. ]
Ahmet TOPGU, Sonlu Elemanlar Metodu, Eskisehir Osmangazi Universitesi, 2015, http:/mmf2.oqu.edu.tr/atopcu/ Sayfa 24




2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

E matrisine malzeme rijitik, G matrisine malzeme esneklik matrisi de denir. Her ikisi de 6x6 boyutlu,

simetrik ve pozitif tanimhidir(determinanti sifirdan farkli). Biri digerinin tersidir: G =E~' veya E=G™'. Bu

matrisler sadece malzemenin £ elastisite moduliine' ve v Poisson oranina baglidir. £ ve v sayilarina
malzeme sabitleri de denir®.

Malzemenin ¢ kayma moduli

N (2.16)
21+v)

ile tanimlanir. Herhangi ikili bilinirse G¢lincisi bu bagintidan hesaplanabilir. Kayma moduli kayma sekil
degistirmeleri ile kayma gerilmeleri arasindaki iligkiyi kurar. 2.16 kullanilarak 2.13 ve 2.14 bagintilarindan
asagidaki bagintilar cikartilabilir.

_21+0) _ oy o= E ¢ -Ge
12 E 12 G 12 21+0) 12 12
_200+v) Oy _ E _ (2.17)
23 E 23 G 023_2(]+U)£23_ €3
31:72(]+U)0'31:i _ E _
E G 0-31_W831_ &

2.6 iki eksenli durum

Dis yiikleri diizlemi iginde olan levhalar diizlem problem olarak ele alinabilir. iki farkli problem tiirii vardir:
a) Diizlem gerilme durumu b) Diizlem sekil degistirme durumu.

a) Dizlem gerilme durumu: N
//p2
Sagda gortlen levhanin kalinligi diger iki boyutu g Kesit
yaninda ¢ok kidgUktlr. Levha ve dis yikler x;-x»
dizlemindedir. Levhanin noktalari, mesnetler hari¢, x; Pi
yoninde engellenmemistir, Poisson etkisiyle levha bu 0,14¢ P
yOnde sekil degistirebilir(siser veya bizilir) fakat, e
engelleme olmadidi i¢in, bu yénde gerilme olusmaz. B 41,022
X1

Varsayim: X3 L it

_ _ _ Levha t<<h
0;;,=0;,=0;=0 t<<L

€31 = 32 :0’ 533 ¢0
Bu varsayimlar 2.1-2.15 arasindaki genel bagintilarda yerine konarak asagida ézetlenen bagintilar bulunur.

Yuk vektorleri: p=[p, p,I'» g=[g, gl
Yer degistirme vektori: u =[u, u,]"

Gerilme vektori: o =[o,, o0, o,]

Sekil degistirme vektori: e =[e,, £, &,

! E elastisite modiiliine (ingiliz Thomas YOUNG’a, 1773 —1829 ithafen) YOUNG modiilii de denir. Elastisite modiilii kavramin1 YOUNG’ dan 6nce,
1727 yilinda Isvicreli Leonhard EULER(1707-1783) kullannus, ilk deneysel caligmalari da italyan Giordano RICATTI 1782 yilinda
gerceklestirmistir.

E ve G simetrik 6x6 boyutlu kare matrislerdir. Yapt malzemelerinde(Celik, beton,...) E>0, 0<{ <0.5 dir. Bu nedenle E ve G matrislerinin
determinanti det EZ0 ve det GZ0 dir, tersleri daima vardir. Determinant1 sifirdan farkli ve simetrik olan matrislere pozitif definit(pozitif tanimlr)
matris denir. Pozitif definit matrisler sifirdan farkli herhangi bir tamamen keyfi vektor ile soldan ve sagdan carpildiginda daima pozitif bir say1 elde
edilir. Yani x#0 herhangi bir keyfi vektor olmak iizere daima x" E x>0 dir. x" E x>0 ifadesine kare form da denir. Bu 6zellikten ilerideki konularda
yararlanilacaktir.

. ]
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

Denge denklemleri:

D'og+g=0
0 0
- 0 —
DT = axl axz (V hacminde)
= 0 0
0o —
Ox, Ox,
n'ag=p
T _ n, 0 n, (Op ylizeyinde)
- 0 n, n
Sekil degistirme—yer degistirme bagintilar:
[ 7 Poisson etkisiyle x; dogrultusunda
- olusan sekil degistirme: (2.18)
£ 0x, _
! _ 0 |lu £y =i(—ua” —Uazz)zi(—ugn -UE,,)
&y |=| 0 a y - E 1-v
Ep P az - £ =€, =0
| Ox, Ox, |
£=Du
Sekil degistirme-gerilme bagintilari: Gerilme-sekil degistirme bagintilari:
1 ; 1 -v 0 g, g, . 1 v 0 |g&,
2 :E 2 0 O Oy :]—U2 v 1 10 €x
£, 0 0 2(I1+v)|o, g, 0 0 TU £,
E=Go g=Ee

b) Diizlem sekil degistirme durumu:

Sagda gorilen istinat duvari ve basingli borunun x;
yéninde boyu ¢ok uzundur. Bu yénde yer degistirme
ve sekil degistirme olmaz, uz=0 dir. Agirhk baraj,
tineller, basingh borular ve zemin mekanigi Xs
problemlerinde de durum aynidir. Birim kalinlikta bir
dilim ¢ikartilirsa disg ydkler ve yer degistirmeler x;-x-
dizleminde olacaktir. x; ydninde yer degistirme
engellendigi icin gerilme olusacaktir.

|

Varsayim: Pi

istinat duvan Birim kalinhkta dilim

u; =0, £, =6, =6, =0
g, =0,=0, 0,,;#20

Bu varsayimlar 2.1-2.15 arasindaki genel bagintilarda yerine
konarak asagida 6zetlenen bagintilar bulunur.

Y[]kvektérleri:£=[p1 pz]T, §=[81 82]T

Yer degistirme vektorii: u = [u, uz]T

Gerilme vektéri: g = [UH g,, JIZ]T

Basingh boru Birim kalinlikta dilim
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

Sekil degistirme vektori: £ =[g,, &, &,
Denge denklemleri:

D'og+g=0 n'a =p
0 0 9 T |:n1 0 n2j|
Oox Ox n = (O, ylizeyinde)
QT = d az (V hacminde) 0 n, n
o 2 2
Ox, Ox,

Sekil degistirme—yer degistirme bagintilar:

i 0 /;\ S >
£ 0x, ~ X
11 N
0 EN
£y |=l 0 —
Ox,
&, 99 }72 (2.19)
| Ox, Ox, |
E=Du
Agirlik baraji Birim kalinhkta dilim
Sekil degistirme-gerilme bagintilari: Gerilme-sekil degistirme bagintilari:
£, ; I-v -u 0o, g, . 1-v v 0 £,
+U R -
- R b O\ o) T |
£, 0 0 2|0, 9 o 0 P 2
g=Ee
£=Go

x3 dogrultusunda olusan gerilme: o,, =v0,, +U0,,, 0,, =&, =0

2.7 Bir eksenli durum

Sadece eksenel kuvveti olan kafes sistemlerdeki gerilme durumudur. Eleman x; ekseni boyunca uzar veya
kisalir. Poisson etkisi olmadidi(v = 0) ,u; # 0,&;4 # 0, 071 # 0 ve tim diger geriime ve sekil degistirmelerin
sifir oldugu varsayilir. Bu nedenle

U U, E2&, 0 20y, E2E G-G.

]
€11 =5 -t (2.20)

011 = E¢gq

. ]
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2. Notasyon, varsayimlar, tanimlar, temel bagintilar

2.8 Problem tirleri ve ¢c6ziim yontemleri

Uygulamada ¢ozllmesi gereken en yaygin problem sudur: Geometrisi, malzemesi, p, g yUkleri ve mesnet
kosullari bilinen elastik cismin(sistemin) , yer degistirme, g gerilme ve ¢ sekil degistirme vektdrlerinin

hesaplanmasi istenir. g gerilmeleri dayanim hesaplar igin, » yer degigtirmeleri kullanilabilirlik igin
gereklidir.

Gozllmesi gereken sistemin malzemesi ve geometrisi dogrusal veya dogrusal olmayan tirden olabilir.
YUklerin etkime sekline bagl olarak problem statik veya dinamik olarak ele alinabilir.

Problem turi ]ﬁ
F[ Dogrusal olmayan ]W

(Dinamik)  (Statik)

Co6ziim; cismin yer degistirme, sekil degistirme ve gerilme fonksiyonlarinin belirlenmesi anlamindadir, analitik
veya nimerik(sayisal) olarak yapilabilir.

Analitik ¢bzim 2.5, 2.12 ve 2.15 diferansiyel denklemlerinin integrasyonu yoluyla u yer degistirme, & sekil
degistirme ve g gerilme fonksiyonlarinin bulunmasi esasina dayanir. Saglanmasi gereken 15 baginti vardir,
bunlardan 9 u kismi diferansiyellidir. G6zim icin cismin sinir kosullari kullanilir. Son derece kisitl ve teorik
dizeyde kalan uygulamasi vardir. Geometrisi, yUkleri ve sinir kosullari karmasik olmayan ¢ok basit
sistemlerin ¢6zUmU disinda kullanilamaz.

Nimerik(sayisal) ¢b6zim ydntemleri 2.5, 2.12 ve 2.15 bagintilarini dogrudan kullanmazlar, bu bagintilar ile
yaklasik ayni anlama gelen, genelde enerji yontemlerini kullanirlar. Sistemin ¢6zimUni yer degistirmeleri
ve/veya gerilmeleri bilinmeyen olarak igeren bir denklem sisteminin ¢dziimlne dénustardrler.

Sonlu elemanlar metodu enerji temellidir. Bilinmeyenlerin yer degistirmeler olmasi durumunda Soniu
elemanlar yer degistirme veya rijitik metodu(displacement or Stiffness method), gerilmeler olmasi
durumunda Sonlu elemanlar kuvvet veya Fleksibilite metodu(force or flexibility method), hem vyer
degistirmeler hem de gerilmeler olmasi durumunda Karma sonlu elemanlar metodu(mixed method) adini alir.
Yer degistirme metodu yaygin olarak kullaniimaktadir. Kuvvet metodu ve karma metod uygulama alani
bulamamistir. Bu ders notlari sonlu elemanlar yer degistirme metodunun temel ilkelerini icermektedir.

(Yer degistirme metodu )
\Bilinmeyen: u

(Kuvvet metodu
| Bilinmeyen: g

Analitik

Karma metot
Bilinmeyen: u, 0

(Sonlu farklar

r( C6zUm yontemi T

| metodu )
= Sinir elemanlar (Toplam potansiyelin minimum olma kurali(yer )
2 [ metodu ) —mdegistirme metodu)
S (Sonlu hacim ) | Bilinmeyen: v )
| metodu ) s N
(Sonlu elemaniar ) Toplam komplementer potansiyelin minimum olma
————r kurali(Kuvvet metodu)
metodu -
. / Bilinmeyen:

L g Hellinger-Reissner enerji kurali(Karma metod)
Bilinmeyen: u, g

" J
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