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38. BELIRLI INTEGRAL HESABI £

Egrisel uzunluk, alan, hacim, adirlik merkezi, atalet @ @
momenti, rijitlik gibi problemlerde tek ya da ¢ok katl } i
i

integral hesabi ile karsilasiriz. .
|

En basit tanimiyla, bir f(x) fonksiyonunun [a,b] \j/

araligindaki integrali f(x) fonksiyonu ile x ekseni

b
, Alan:I:Ifxdx
arasinda kalan, a ve b ile sinirlanan alandir: . ()

b
Alan =1= j f(x)dx

Integralin (alanin) analitik hesabi her zaman mimkiin olmaz. Asadidaki durumlarda niimerik
integral hesabi kaginilmaz olur:

b x?

« Analitik ¢dzim yoktur. Ornek J'e7dx

+ Kapal ¢6zim vardir fakat kullanilamayacak kadar karmasiktir
« Fonksiyon tanimli dedildir, sadece bazi noktalardaki degerleri bilinmektedir

Teknik problemlerde kullanilabilecek ¢ok sayida nimerik integrasyon ydéntemi vardir:
Dikddrtgen kurali, trapez kurali; Simpson kurali, Romberg, Gauss-Legendre, Tanh metotlan
ve bunlarin biraz degisik sekilleri.

Nimerik integrasyonda temel fikir, alani klglk alt alanlara bélmek, alt alanlarin her birini
yaklasik olarak hesaplamak ve bu alanlan toplamaktan ibarettir.
Dikdértgen kural:

Alan dikdértgenler ile modellenir. a-b aralidi

n esit araliga bolunur, h=(b-a)/n. £ ()
f(x) in X{, X, ... , X, noktalarindaki y;=f(x1),
y>=f(y2), ... ,Ya=f(xn) ordinatlari hesaplanir. @
Ai=hy; olur. +h+Fr»Fh{+r»Fr»Fﬂ
b Xo X1 X2 X3 )‘(n
Aan=1=[f()dx= A+ A, +..+ A, 1 TAd Aoy
' B ~
b ) \\
Alan=1 = [ f(x)dx=hy, +hy, +..+hy, =
) :
Alan=1=[f()dx=hY y,
a i=1
Dikdoértgen orta nokta kurals: £(x)
Alan dikdértgenler ile modellenir. a-b aralidi
n esit araliga bollntr, h=(b-a)/n. @

i. aralidin orta noktasindaki x; ye karsilik

gelen y; = f(x;) ordinati hesaplanir, A;=hy; «H+hﬁ+hﬁ+f»%ﬂ+ﬂ
j \
X4 X2 X3 Xn i

olur.

Toplam alan: Al A [ As | ] [ A
\ 1 | | | I{
’ " VLA I T | | ="V
Alan=1 = [ f()dx=hy, +hy, +..+hy, =h>"y, \\ ) o |
a =
e
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Yamuk(trapez) kural:

Alan yamuklar ile modellenir. a-b araligi n £ (=)
esit araliga bolunlr, h=(b-a)/n.

X; ye karsilik gelen y; = f(x;) ordinatlan
hesaplanir, a =pY* Y olur.
2

O,

Xo

331

|
«hﬁ« h+F h+F h+ hﬁ* h+‘
|
X1 Xo X3 Xn

Toplam alan:

b
Aan=1 = [ {(dx=hd A 4n iy opdatdo

_ 1 1 1 8o
Alan=1=hCy, +Y,+Y, + Y+t =Y, =h(Cy + D Vi + =y,
2 2 270 &7 2

Simpson kurali:

n gift tam sayi olmak (zere, a-b aralidi n esit
araliga boluntr, h=(b-a)/n. x> - x=2h
aralidinda f(x) in ikince derece bir polinom
oldugu varsayilir.

£(x1

Vi, Vi+1, Yi+2 ordinatlarinin A, B ve C tepe

A

O,

el et

A
Y1

As
Y2

Y3

f Iy
e

©
-

noktalarindan gecen y=ax?+bx+c
parabolinin a, b ve c sabitleri x; ye karsilhk
gelen y; = f(x;) ordinatlari yardimiyla

bulunabilir. a, b, ¢ nin hesabini basitlestirmek
icin, y ekseni B noktasina kaydirilirsa A, B, C
noktalarinin koordinatlari A(-h,y;), B(0,Yi+1),
C(h,yiz2) olur. Bu noktalar parabolin
denklemini saglamak zorundadir:

A(-h,y,) — y, =ah® -bh+c 1

BOVY.,) - Y. =C N a:W(Yi = 2Yi1 * Yii2)
Ch,Yi.s) Yy, =ah? +bh+c 1
Z 2 bz%()’nz_yi)

C=VYinu
A; alani:

Xi+2 h
A = j f (X)dx = j(ax2+bx+c)o|x:2ah
X -h

3

+ 2ch

a, b ve c degerleri yerine konarak:
h
= g(yi +4Y, + Yiio)

Bulunur. Bu formiile Simpson® kural denir. Toplam alan
b n
Aan=1=[f()dx= A+ A+ .+ A +. +A =D A
a i=1

olur.

! Thomas Simpson , 1710-1761, ingiliz. Bazi kaynaklarda bu formiilin Simpson’dan 200 yil énce Kepler (1571-1630, Alman)

tarafindan kullanildigi, belirtilmektedir.
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Ornek:
f(x) = 13?‘;'3"2) | = ::[f(x) dx =2

Dikddrtgen kurali:

n=6 secelim. [1,4] araligini esit genislikli
alt araliklara bélelim: h=(4-1)/6=0.5.

h=0.5 araliklarla x;= 1.5, 2, 2.5, 3, 3.5, 4
noktalarindaki y;=f(x;) ordinatlar:

Xi yi=f(x;)
1.5 -1.0276
2.0 -1.2945
2.5 -1.1465
3.0 -0.8665
3.5 -0.5969
4.0 -0.3867
Integral:

4

£(x)

13(x - x?)

/e3x

f(x) =

£x)

0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5 | 0.5
1 1.5 2 25 3 35 4
i
A b A b A b Aa A
\ 1£ ? I % I N
\ g 2 g & 7 <
\ < a9 =
\y
~ Y

| = [ f()dx== 05(-1.0276-1.2945-1.1465- 0.8665- 0.5969- 0.3867) = ~2.6594

1

Dikdortgen orta nokta kural:

n=6 secelim. [1,4] araligini esit genislikli alt araliklara bélelim, h=(4-1)/6=0.5.

h=0.5 aralklarinin orta noktalarindaki

noktalarindaki y;=f(x;) ordinatlar:

Xi yi=f(x;)
1.25 -1.6230
1.75 -1.2360
2.25 -1.2511
2.75 -0.0112
3.25 -0.7258
3.75 -0.4835

Integral:

Xi= 1.2

£(x1

5, 1.75, 2.25, 2.75, 3.25, 3.75

13(x - x?)

f(x) = NED
i 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
\

1.25 1.75 225 275 325 3.75
T i

\ Aq Ax A:s A4 As As

RS . : i M

-0.6230-71 \ -
AN -0.4835

il = <" 078

12360 TN LT 10112

e -1.2511

4
| = [ f(x)dx== 05(-1.6230-1.2360-1.2511-0.0112- 0.7258- 0.4839 = ~2.6653

1

Ahmet TOPCU, Bilgisayar Destekli Niimerik Analiz, Eskisehir Osmangazi Universitesi, 2014, http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu/ 332



38. BELIRLI INTEGRAL HESABI 333

Yamuk(trapez) kurali:

Eix)

¢ 1
| = j f (X)dx == 0.5(50—1.0276— 1.2945-1.1465- 0.866¢

1

-0.5969- % 0.3867) = -2.5627

Simpson kural:

h v £ix)
A = g(yl +4yi+1 + yi+2) baglntISIndan: . (x) _ 13(X— XZ)

3x

A= % (0-4[1.0276-1.2945 =-0.9008

A2 = % (-1.2945- 4[1.1465- 0.8669 =-1.1245

A= % (—-0.8665- 4[D.5969- 0.3867) = —0.6068

Integral:

4

| = [f(x)dx == A +A, + A = -0.9008-1.1245-0.6068= ~2.6321
1

Yorum:

integralin gercek degeri
————“dx=-26310

ve yukarida hesaplanan yaklasik degerlerin hata miktarlar

Dikdoértgen kuralh: |-2.6310-(-2.6594)|=0.02840
Dikdortgen orta nokta kural: [-2.6310-(-2.6653)|=0.0343
Yamuk kurali: |-2.6310-(-2.5627)|=0.0683

Simpson kurali: |-2.6310-(-2.6321)|=0.0011

incelendiginde, beklendigi gibi, Simpson kuralinin en dogru sonucu verdigi gorulir. En buylk hata yamuk
kuralindadir. Dikd6rtgen kurali yamuk kuralina nazaran daha dogru gibi gérilmekle birlikte yamuk kurali
genelde dikdortgen kuralindan daha dogru sonug verir. Dikdértgen kuralinin nimerik integrasyonu anlamak
acisindan teorik degeri vardir. Uygulamada Simpson veya yamuk kural kullanilir.

Orneklerde sadece 6 aralik ve alt aralik genisligi h=0.5 alinmistir. Bu dederler uygulama acisindan oldukgca
yetersizdir. Aralik sayisi 20-50, h=0.05-0.1 civari genelde uygun olmaktadir.
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Romberg?, Gauss-Legendre?, Adapte simpson, Recursive Simpson ve Tanh® metotlarinin
teorik detayina girilmeyecek, ancak bunlara ait program ve ¢6zim o&rnekleri sonraki
bélimde verilecektir.

Simpson kuralinda [a,b] aralidi cift sayida esit genislikli alt aralia boluntr. Adapte Simpson
metodunda ise f(x) fonksiyonunun egiminin hizla degistigi bolgelerde kuglk, edimin yavas
degistidi bolgelerde buyik araliklar segilir:

x - x2 13(x = x*
£in) F(x) = 13(x 3xX ) £ f (x) = ( — )
e

@ @

i 1 1 1 S

Simpson kural Adapte Simpson metodu

Recursive Adapte Simpson metodu Adapte Simpson metodu ile aynidir. Tek fark
programinin “recursive(kendi kendini gadiran alt program) teknidi ile yazilmasidir. Recursive
programlama teknigi ok az kod, fakat cok fazla yigin(register), daha ok bellek gerektirir.
Hata olusmasi durumunda programi durdurmak mimkin dedildir, bilgisayarin kilitlenme
riski vardir.

! WernerRomberg, 1909-2003, Alman. Adi ile anilan integrasyon ndetou 1955 yilinda yayinladi, 1960 yilina kadar ggrmedi.
2 Johann Carl FriedricBauss tarafindan 1814-1816 yilinda ggiiildi.
3 CharlesSchwartz, Numerical Integration of Analytic Functions, Joak of Comp. Physics, Vol. 4, Number 1, June 196@es 19-29.
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