Muhendislik Mimarlk Fakultesi

Insaat Muhendisligi Bolimu

E-Posta: ogu.ahmet.topcu@gmail.com
197¢ Web: http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu

U ESKISEHIR OSMANGAZI UNIVERSITESI

Bilgisayar Destekli
Numerik Analiz

Ders notlart 2014

Ahmet TOPCU

I Katsayilar matrisi Ozdeger

Q1 Qp e A |l X X
A e o | X

1
h)

>AX=AX
Ay A - Ay X X,
Ozvektor J T— Ozvekgor

25

OZDEGER PROBLEMI

Matrisin 6zdederleri ve 6zvektorleri
Standart 6zdeger problemi




25. STANDART OZDEGER PROBLEMi 187

25. STANDART OZDEGER PROBLEMIi

Mihendislik bilimlerinin hemen her dalinda, 6zellikle dinamik ve stabilite problemlerinde
standart 6zdeder problemi adi verilen

X FapX, Tt X, =A% a, a,
Ay Xy F X, ot Ay X, =AX, o [y Ay,

(25.1)
a X tax, +...+a,x, =AX, Ay, A, .
Katsavilar matri Ozvekto | Ozdeser | Hzvektd
Ax=AX (25.2)

tipinde denklem sistemi ile karsilasilir. Burada A.xn gercek sayilardan olusan bir kare matris,
] sabit bir sayi, x sifirdan farkh bir vektordir. 25.1 ifadesine standart 6zdeder problemi, A
ya A nin O6zdederi, x e A nin 6zvektorl denir. A bilinir A ve x bilinmez. 25.1 denklemini
sadlayan A sabitinin ve xz0 vektdriinin hesabi istenir. Ozdeder problemi kargi tarafi da
bilinmeyen bir denklem sistemidir.

25.1 denklemi, I birim matris olmak lGzere

&y 8, o 8y, [x] [0 .. Ofx

Ax = Al x = Ay Ay . Ay | X 01 ... 0)x,

a, a, .. a,|X 00 .. 1|x

Q, A, ... 1 0 ... O]|x
a .. a,

a21 n
(A=AL)x=( -/ ) =0
a, a, .. a, 0 0 ... 1| |x,
r
a, ~ ap, Ay, Xy
(A=Al )x = 3y ap—A .. &n X =0 %Homojen denklem sisterr1i (25.3)
a, a, ... a,—A|X,

olarak vyazilabilir. Demek ki, 6zdeder problemi kare katsayil bir homojen denklem
sistemidir. Ancak, ¢6zim homojen denklem sisteminin ¢6zimU kadar basit degildir. Clnki
hem A hem de x bilinmemektedir. Bo6lim 10 da kare katsayili bir homojen denklem
sisteminin sifirdan farkli ¢dzimunidn olabilmesi igin katsayillar matrisinin tekil, yani
determinantinin sifir olmasi gerektigi acgiklanmisti. O halde, 25.3 Un x#0 ¢6zUmindn
olabilmesi igin

a,, =1 a; a,
det(a-A1)=| %A A g (25.4)
a, a, ... a,-A

olmalidir. 25.3 ve 25.4 badintilarinin anlami sudur: A 6zdederi, katsayilar matrisi A nin
determinantini sifir yapan bir sayidir. A ozdegerini hesaplamak igin; katsayilar matrisinin
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMI 188
diyagonal elemanlarindan A cikartiir, olusan matrisin determinanti hesaplanir, sifira

esitlenir, A 6zdegerinin sayisal degeri bulunur. A nin sayisal degeri 25.3 de yerine konur,
homojen denklem sistemi ¢oziiliir, 6zdeger vektorii x hesaplanir.

Ornek 1: Diyagonal matrisin 6zdeger problemi

LR
X, |=A| X, | » A=? X=7?
X3 X3

.....................................

-3-1 = (2-A)(-3-1)1-1)=0

3. derece polinomunun 3 koki vargideterminati sifir
B -T71+6= yapan 3 adet vardir= 3 adet 6zdger vardir.

A =2,=-31,=1

Uc farkli 6zdeger var, her biri katsayilar matrisi A nin determinantini sifir yapar. 25.3 e gore
U¢ 6zdedere karsilik tg farklh x;, x> ve x3 6zvektort olacaktir.

A1=2 06zdedgeri homojen denklemde yerine konarak x; hesaplanir:

........................................

A =2 Ozdegerine ali
6zvektd
Homojen denklem sisteminde serbest d&sken

_Q olmustur, ¢tinkll 0x=0 sitli gi vardir. O halde x 1
0 icin herhangi bir dger secilebilir.. Basit olmasi
- icin ;=1 secelim. Son iki denklemden: -
0 -5)(2:09 X2:O O
-1X3209 X3:O
bulunur
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25. STANDART 6ZDEGER PROBLEMi 189
A2=-3 6zdegeri homojen denklemde yerine konarak x, hesaplanir:
27h — % |0 2‘(‘;% ,,,,,,,,,,,,,,,,, — %] |0
,,,,,,,,,,,,, SN U ot Bl DU St 2 SO B3
1-A, | X, 0 1-(-9) | X, 0
Homojen denklem sisteminde, xserbest dgsker A;=-3 Ozdgerine aij
olmustur, ¢linkli 0x=0 ssitli gi vardir. O halde xigin 0zvektor
herhangi bir dger segilebilir. x=1 secelim.ilk ve so
denklemden: 0
5X1209 X1:0
4x=0-> x3=0 X, = 1
bulunur. -
0
Az=1 6zdegeri homojen denklemde yerine konarak xs; hesaplanir:
x| |0 2-1: X | [0
X, [=]0| - -3-1 X, |[=|0
X3 0 P11 X, 0
As=1 0zdgerine ait]
Homojen denklem sisteminde; xserbest désker bzvektor
olmustur, ¢linkll 0%=0 ssitli gi vardir. O halde xicin
herhangi bir dger secilebilir. x=1 secelim. 0
ilk iki denklemden: X, =|0
1X1:09 X1=0 -
-4%=0-> %,=0 1
bulunur.
Kontrol: Ozdegerler A x; = A; x; badintisini saglamahdir.
2 1 1 2 2]
Al(l:/]ll(l_’ _3 0|=20|-|0|=|0|V
‘1o [o] |o] |0
[2 1ol 0 o] [0
AX, =A%, - -3 1/=-31|-|-3|=|-3|¥
110 0 0 0
[0
AXx, = /]31(3 - 0 v
1
Goraldagu gibi, 6zdederler ve 6zvektorler 6zdeger problemini saglamaktadir.
Genellestirme:
«  Anndiyagonal matrisinin n tane 6zdegeri vardir, Ai=a; dir. Ai=a; nin 6zvektéri birim matrisin i. vektoéraddr.
* I birim matrisinin 6zdegerlerinin tima ayni, Ai=1 dir. A; nin 6zvektorl birim matrisin i. vektoérudir.
e O sifir matrisinin 6zdegerlerinin timda sifirdir., Ai=0 dir. Ozvektdrleri keyfi herhangi bir vektérdiir.
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMi 190

Ornek 2: Ust iiggen matrisin 6zdeger problemi

....................

CEUR S B el B B 22412
-3-A: -1 |x,|=|0|, de -3-4: -1 |=0 olmal.
1-A| x| |O 1-A

2

A -71+6=0
1{=0 - (2-2)(-3-1)1-A)=0
e A=21,=-3)=1

Uc farkli 6zdeger var, her biri katsayilar matrisi A nin determinantini sifir yapar. 25.3 e gore
Ug 6zdedere karsilik tg farkh x;, x> ve x3 6zvektori olacaktir.

A1=2 06zdedgeri homojen denklemde yerine konarak x; hesaplanir:

..................................

_ f1-2 X,
- A\1=2 6zdgerine ait
|7}_i| Ozvektor
[0 12X 0| [Son iki denklemden: 1
O R S = | /-1%=0> x;=0
: —55 -l x, [ = 0 -5%-1%3=0-> X,=0 X = 0
N _1 X 0 bulunur. Birinci denklemde Q%1x,+2x;=0 dir 0
L ' 3 X,= X3=0 yerine konulunca: Q%0 olur. O halde 3
serbest déskendir Her deser secilebilir: ;=1
A2=-3 6zdegeri homojen denklemde yerine konarak x, hesaplanir:
o 9 ST S Bt BB
-1 ||x,|=|0
(_3) X3 0
Son denklemden: A\,=-3 Ozdgerine ait
4%5=0-> x5=0 Ozvektor
5127 x 0 ikinci denklemde Ox1x,=0 dir. %=0 yering 0.9
A - konulunca 0%=0 olur. O halde x serbest d&skendir '
0'1 Xz = 0 her dger secilebilir, x=1 secelim. X, = 1
4 | X, 0 Birinci denklemden5x;+1x,+2x%;=0. % ve % deserleri 0
yerine konarak 5x11+20=0 dan x=-1/5=0.2
bulunur.
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMi

A3=1 6zdegeri homojen denklemde yerine konarak xs; hesaplanir:

]

-3-1: -1 |x,|=|0
1-14 %, 0
|7}_i| Son denklemde:
) 0x%=0 dir. O halde xserbest d&skendir
1:1:2|x 0 her deer secilebilir, x=1 secelim.
e — X, |=|0 2. ve 3. denklemden:
................... %=(0-(-1)1)/(-4)= - 0.25
Oflx] |0 %=(0-21-1 (-0.25))/1= - 1.75

Kontrol: Ozdederler A x; = A\ x; badintisini saglamalidir.

21 1] 2] [2

0.2 0.2] [0.6] [0.6
1 ]=-3 1 |-|3]|=|3]|
| o 0 ol |o
201 27T-178] [-175] [-1.78] [-1.75
Ux,=A,x, | -3-1]-025/=1-025| - |-025|=|-025|"
S Tl X X X

Ozdegerler ve ézvektorler zdeder problemini saglamaktadir.

191

As=10zdeerine
ait 6zvektor

-1.75
,=|-0.25
1

I >

Genellestirme: nxn boyutlu alt veya st (icgen matrisin 6zdederleri diyagonal elemanlarina eisittir.

Ornek 3: 2x2 matrisin 6zdeger problemi

-2| %, X,
4.3 ve 4.4 e gore

—7=A “2 1% = 0 , de —7A ~2 =0 olmali.
2 2=, 0 2 -2-A

-7
A%=Ax~[
2

Hatirlatma: 2x2 matrisin determinanti=Diyagonal elemanlarin garpimi - diger diyagonal elemanlarin carpimidir.

~7-4 -2
2 -2-)

‘=0->G?—AX—Z—A)—ZH—a:ﬂ)qA2+9A+18:0-»A1:—QA2=—3

iki farkh 6zdeger var, her biri katsayilar matrisi A nin determinantini sifir yapar. 25.3 e gére

iki 6zdedere karsilik iki farkl x; ve x, 6zvektorl olacaktir.
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMi 192

A1=-6 6zdegeri homojen denklemde yerine konarak x; hesaplanir:
-7- —6% -2 X 0 -1 -2 0 -1 -2|x 0
( Y= - Xl = - basit GAUSS - 1=
2 -2-(-6)|x,| |0 2 4x]| |0 0 0x]| |0
Son denklemde: A\1=-6 0zdgerine ait
0x=0-> X, serbest dgskendir, her dger ozvektor
0 secilebilir, %=1 secelim.

- Birinci denklemden: —
0 0 TloE I s 5= 7]

A2=-3 6zdegeri homojen denklemde yerine konarak x, hesaplanir:

]
{'7;(@-2‘-1@}[::}{8}{‘5‘ 3L e[ S

Son denklemde: \>=-3 6zdederine ait
0x=0-> x, serbest déskendir, her dger

-4 -2 X, 0 secilebilir, %=1 secelim.
{ }|: :| = { Birinci denklemden: _ .
0 0 X, 0 -4%1-2%=0 dir=> -4x-21=0-> x;=-0.5 olur. X, = 1
Kontrol:
-7 -2|-2 -2 12 12
61(1 = /111(1 - == - = v
2 -2|1 1 -6 -6
-7 -2||-05 -05 15 15
AX, =A,X, - =~ - = v
2 -2 1 1 -3 -3

Ornek 4: Sanal 6zdegderler

wers= [ S 2 o
2 -2 X% X,

4.3 ve 4.4 e gore

{_2_)| ~2 }{Xl}:{xl} , de{_z_/‘ ~2 }=0 olmali.
2 2= X, X, 2 -2-A

Hatirlatma: 2x2 matrisin determinanti=Diyagonal elemanlarin garpimi - diger diyagonal elemanlarin garpimidir.

-2-A -2
2 -2-A

=0 o (2-A)(2-A)-2[(-2) =0 ~ P +41+8=0 - ), =-2-2,), =-2+2i

Hatirlatma: | = \/—_1, iZ=-1dr.
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMi 193

iki farkh sanal 6zdeger var, her biri katsayilar matrisi A nin determinantini sifir yapar. 25.3 e
gore her iki 6zdegere karsilik iki farkl x; ve x, 6zvektoéri olacaktir.

A1=-2-2i 0zdegeri homojen denklemde yerine konarak x; hesaplanir:

GAUSS'ukolayca uygulamg
icin satirlar dgistirildi

-2-(-2-2i) -2 x ] _[0] [2 -2]x]_[0] [2 2 x]_[o
2 —2-(2-2)| x| |0o] |2 2|x]| |o] |2 -2|x]| |oO
Basit GAUSS
uygulandiktan son ;\_1::2_2 C);degerine
Son denklemde: ait 6zvektor

. 0%=0-> x, serbest déskendir, her dger Y

2 2 X _ 0 secilebilir, %=1 secelim. _ -1

00 X, 0 Birinci denklemden: X = 1
2%+2iX,=0 dir> 2x+2i-1=0-> X;=-i olur.

A2=-2+2i 6zdegeri homojen denklemde yerine konarak x, hesaplanir:

GAUSS'u kolayca uygulam
X icin satirlar dgistirildi
L —

—2-(-2+2) -2 x|_[0] [-2 -2]x]|_[O 2 Z2fx]_[o
2 —2-(2+2) x| o] | 2 -2|x| |o] |-2 -2]|x,| |0
Ej;&tlgwg?k?asn son \;=-2+2 ozdegerine ait
Son denklemde: Ozvektor
0x%=0-> x, serbest d&skendir, her dger

2 -2 X | _ 0 secilebilir, %=1 secelim. i
0 0 x| |O Birinci denklemden: X, =

2x%4-2iX2=0 dir> 2x-2i-1=0-> x;=i olur.
Kontrol:

Ax. = Ax, _[_2 —2}'—1:(_2_2){—1H{Zi.—z_{Zi.—z}/
2 -2|1 1 -21-2 -21-2

|:—2 —2__i:| {I:| {—Zi—2:| _—2i—2:|
Al(z :/]22(2 - =(-2+2) - . = . v
2 -2|1 1 21—-2 L 21—-2
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMi 194
Ozdeterminant ve 6zdenklem

25.4 badintisi ile verilen

ail_/] a, a,
a a,-A ... a
det(A_Al): 21 22 2n :0
a, a, .. a,-4

Determinantina 6zdeterminat veya karakteristik determinant denir. Sayisal érneklerden de
anlasildidi gibi, bu determinant hesaplandiginda Jya bagl n. derece bir polinom elde edilir:

detA-A)=A"+a A" +a,A"*+..+a,_A+a =0 (25.5)

Bu polinoma 6zdenklem veya 6zpolinom veya karakteristik denklem denir. n. Dereceden
olan 6zdenklemin n tane kdékl vardir. Dolayisiyla A nin determinantini sifir yapan n tane
O6zdeger vardir: A, A, Her bir 6zdegere karsilik gelen n tane de 6zvektor xi, X,, ..., Xn

vardir.

Ozdegerler matrisi ve 6zvektorler matrisi

Her bir A ve X cifti 25.1 6zdeger problemini saglar:

AX =4 X

Be=hke LAk %, o %)=l Axe o A~ AX=XA

Az(n =An2(n |XL—| |’Q_T|

AX = XA (25.6)

Burada /\ ve X matrisleri

2
/12

I~
I}

C X=X . x)]
y)

n

Ozdeger ve dzvektérlerin bir araya toplandii matrislerdir. Cogu kez A matrisine spektral

matris X matrisine de modal matris adi verilir. Herhangi bir 6zdeder sifir olabilecedinden A

dzdederler matrisi tekil olabilir, A" her zaman tanimh olmayabilir. Ozvektérler 25.3 homojen

denklem sisteminin temel ¢6zim kiUmesidir ve dogrusal bagimsizdirlar. Dolayisiyla nxn
boyutlu X modal matrisi tekil degildir, yani tersig'lvardlr.

Bu 6zellik nedeniyle, 25.6 ifadesi X_l ile soldan garpilirsa
XTAX =XTXA - XTAX =A (25.7)

oldugu goralur. l_l ile sagdan garpilirsa

AXX = XAX T 5 A= XAXT

olur. Son 6zellik kullanilarak A nin n. Kuvveti igin:

A" = AAA.AA= XAX T XAX T XAX T XAX TTXAX ™ o XAAALAAXT
A'=XA"X"

yazilabilir.
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMi 195

X; 6zvektorinin herhangi bir gergek ¢; sayisi ile carpilmasi veya bélinmesi sonucunda elde
edilen yeni vektor de bir 6zvektoérdir. Clnkl cx; ile de

Al x) =A(cx) (25.8)

s_aélanlr. Bu 6nemli 06zellik nedeniyle, istenirse, ¢; herhangi bir gercek sayi secilebilir.
Ozvektorlerin

X =C X +C X, +...+C X,

dogrusal birlestiriimesi ile olusan yeni X de bir 6zvektordir ve 25.1 i sadlar. Bu
aciklamalardan su sonuca varilir: Herhangi bir A, matrisinin n tane 6zdederi, n tane temel
O0zvektorl, fakat sonsuz 6zvektora vardir.

Normallestirilmis 6zvektor
25.8 deki ¢; katsayisinin seciminde uygulamada farklh yaklasimlar vardir:

1. Basitligi nedeniyle, x; 6zvektérinin hesabi sirasinda serbest dedisken genellikle 1 alinir.
Bu ¢;=1 anlamindadir. ¢;=1 alinarak hesaplanan 6zvektdér temel 6zvektdérdir. Yukaridaki
sayisal érneklerin timinde serbest dediskenler 1 segilmisti.

2. Bazi uygulamalarda 6zvektoérin en bilylk elemaninin 1 olmasi istenir. Bunun igin, x;
temel 6zvektorl hesaplandiktan sonra, x; nin elemanlarindan mutlak dederi en blylk
olan sayi ¢; olarak alinir, x; nin tim elemanlan ¢; ye bélintr. Olusan yeni 6zvektérin en
blylik elemani 1 olur. Bu yolla hesaplanan 6zvektére normallestirilmis 6zvektor denir.
Onceki sayfalarda verilen 6rnek 2 den:

Normallestirilmis 6zvektor

Temel 6zvektor

-1.75 -1.75 1 — _
_ _ ~ 1 _ Hem X, hem deX, 6rnek 2 deki
X3 =]-0.25| - c; =-175- X, =178 -0.25|=| 0.142857 Szl o e - e,
1 ' 1 -0.57142

3. Bazi uygulamalarda x; temel 6zvektori hesaplandiktan sonra x; nin uzunlugunun 1 olmasi
istenir. Genel olarak; herhangi bir x= [x; X3 x,]" vektdrinin uzunlugu

‘2(‘ :«/fz(:\/xf + X2 +...+x? ile tanimlanir. x vektériiniin uzunlugunu 1 yapmak igin sabit
bir c sayisi ile carpmak gerekir:

1

2 2 2
DE+XC + .+ X

X =\/c(gT)(cg) =\/c2(x12 +X2+.+xX2) =1~ c\/xl2 +X2+..+x2=1-c=

dir. X = cx ile hesaplanacak yeni vektorin uzunlugu 1 olacaktir:

Xl

% = 1 X
- 2 2 2
S+ + .+ X

X

n

Demek ki bir vektortin uzunlugunun 1 olmasi istenirse o vektoriin elemanlarini o vektorin
uzunluguna bélmek gerekir. Onceki sayfalarda verilen 6rnek 2 den:

-1.75

P——
X, =|-0.25| - ‘1(3‘ :\/1.752 + 0252 +12 = 2031010 X5 6zvektoriniin uzunjiu
1

-1.75| |-0.86164
=————-0.25/=|-0.12309
1 0.492366

Hem X, hem dez3 ornek 2 deki 6zdger

problemini sglarlar.

X1

223

X3 Un uzunlgu
Uzunlugu 1 olan
yeni 6zvektor
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25. STANDART OZDEGER PROBLEMi 196

Kontrol: [¥|=,/X X =+/0.861640 + 0.123091 + 0.492366 = 0.9999991v

Ozdeger ve 6zvektorlerin bazi 6nemli 6zellikleri

Ozdeger problemi sadece kare matrisler icin tanimlidir.

2. An matrisinin daima n tane 6zdederi, /]1,/]2,___,/]n vardir.

3. /]i 6zdederi A matrisinin determinantini sifir yapar.

4. Her/]i 6zdederine karsilik gelen bir x; 6zvektéri vardir. ) ve x Gifti beraber (A=A D)X, =0 bagintisini

sadlar.
5. Ozdegerler pozitif, negatif, sifir gercek sayilari olabildigi gibi sanal sayilar da olabilir.
6. Ozvektérlerin elemanlari gergek ve sanal sayilardan olusabilir.

7. Elemanlar gercek sayilardan olusan A simetrik (A"=A) ise, tim 6zdederler de gergek sayilardan olusur.
Simetrik matrisin 6zvektérleri ortogonaldir: X™X=I

8. A simetrik (AT=A) ve pozitif tanimli ise tim 6zdegerler de pozitiftir.

9. Bazi 6zdederler birbirine esit olabilir. Fakat Esit O0zdederlerin 6zvektorleri mutlaka farklidir. Cunki
Ozvektorler dogrusal bagimsizdir. Ornegin

1 1 0
1 birim matrisinde A, = A, = A, =1 ve 6zvektorler X ={0] x,=[1|'x,=|0
1 0 0

dir. Gorildugu gibi, 6zdegerler birbirine esit fakat 6zvektorler birbirinden farklidir.
10. x; 6zvektorinin herhangi bir gergek c sayisi ile garpilmasi veya bélliinmesi sonucunda elde edilen yeni
vektor de bir 6zvektordir. Yani yeni vektorcy ile de (A=A 1)(CX;)=0saglanir. Bu 6nemli 6zellik

nedeniyle, istenirse, c herhangi bir gergek sayi secilebilir.

11. A ve AT ayni dzdegerlere sahiptir, fakat 6zvektérleri genelde farklidir.
12. Ann Ve Bnxn kare matrisler olmak tGzere A B ve B A matrisleri ayni 6zdegerlere sahiptir.
13. A nin 6zdegeri /]i ise A in 6zdegeri ]//]i dir. /]i = (0 durumunda ]//]i tanimsizdir, bu ise A nin tekil ve

Alin olmadigi anlamindadir.
14. Anx» matrisinin izi 6zdegerlerin toplamina esittir:

Iz A=aii+ azn+..+ am= Al + /12 +...+ /1n .
15. Anxn matrisinin determinanti 6zdederlerin garpimina esittir:

det A=A [A, L.0A,.

Dolayisiyla, 6zdegerlerden herhangi biri sifirsa, /]i =0, det A=0 dir ve A tanimsizdir.

Ozdeger ve 6zvektoriin geometrik yorumu

A x=\x bagintisindan hesaplan A 6zdegeri ve x 6zvektori su sekilde yorumlanabilir: A matrisi x vektérind A
kadar bluyutmekte veya kugultmektedir. x vektoriiniin dogrultusu dedismemekte fakat yoniu degisebilmektedir.
A pozitif ise x ve Ax ayni yonde, aksi hale ters yéndedirler.

AX

[>
[

A>1 A< —1
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Ornek 5: 3x3 matrisin 6zdeger problemi

3 -1 0
A=|-1 2 -1| verildigine gére (A-Al)x=006zdeger problemini ¢éziiniz.
0 -1 3

Bu su anlama gelmektedir: A nin determinantini sifir yapan A,,A,,A, 6zdegerlerini ve her bir
dzdegere ait Xx,,X,,X;vektorlerini, (A-A 1)x, =0 bagintisini saglayacak sekilde, bulunuz.

Ozdegerlerin hesabi:

3-4 -1 0 Jx] [o __ ‘
(A-ADx=0 2| -1 2-1 -1 |x,|= o —=C

0 -1 3-A|x]| |o
x#+0 ¢6zUmU arandidindan, bu badintinin sadlanabilmesi icin, katsayillar matrisinin
determinanti sifir olmahdir:

3-4 -1 0

f(A)=det -1 2-4 -1 |=0

0 -1 3-41
Laplace agihmi(1.kolona gére): _ _ .
2-1 -1 -1 0 Ozdenklemln MULLER programi ile bulunan
f(A)=(-1 ) (B3-1) +(-1) (1+2) -1) =0 kokleri(Bak: Bolum 36, sayfa 294)
-1 3-A4 -1 3-1
fA=@B-ND[2-NHB-A)-1]+(-3+4)=0 e C:ANANALIZ\Basic\QBasic. EXE

3 2 — Polinomun bulunabilen kikleri(Muller):
f(/])z_/] +84° -191+12=0 %ozdenklem ik no x Péx)
2
3

—-6.93889399399723D-18
8

Son terimin carpanlarindan 134=12 koklerA =14, =3 A, =4bulunur. Bunlar A nin

dzdederleridir, A nin determinantini sifir yaparlar. Ozdenklemin kdkleri uygun bir programla
da bulunabilir, derecesi 5 ve yukar olan problemlerde zaten baska care yoktur(kék bulma
programlari igin bak: bolim 36).

Ozvektorlerin hesabi:

x, 0zvektdleri (A-A1)x; =0 homojen denkleminden hesaplanir. En uygun yéntem GAUSS
indirgeme metodudur. Indirgeme sonucunda A-A | katsayilar matrisi esdeger bir (st tggen

matrise dénusir. Ucgen matrisin diyagonal elemani sifir olur. Bu determinantin sifir oldugu
anlamindadir. Sifir diyagonale ve karsi tarafa herhangi bir sabit ¢ sayisi yazilir. Bu
O0zvektorin ¢ katinin da bir 6zvektor oldugu 6zelliginden yararlandigimiz anlamina gelir.
Basitligi nedeniyle cogu kez c¢;=1 tercih edilir. Yukar dogru hesap yapilarak 6zvektdrin tim
terimleri belirlenir.

A, =1 icin 6zvektorin hesabi:

[3-4 -1 0 | x 0
-1 2-4 -1|x,|=|0 A=A, =1alnr.
| 0 -1 3-A|x| |O

=

Xy
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[2 -1 0x] [0

. — X 1
R I L e o A . |-z
10 -1 2]x| |O] 1
‘2 -1 0“X T '0‘ 1 Normallsstirilmi s 6zvektor
1 N (en bilyiik terim=1)
0 05 -1|x,|=|0 X, ==|2
/3 diyagonal sifirdir. 3serbest 2
0O O 0 X, desiskendir.Diyagonale ve kar 1 Normalletirilmi s 6zvektor
- - - -~ tarafa 1 yazilirl'xs=1 (uzunlusu=1"
(2 -1 0x]| [O] 1] [0.408248
0 05 -1|x,|=|0 X 2|=|0.816497
2 Yukari dgru hesap ile tiim \/12 + 22 +1° 1 0.408248
_0 0 1 L% ] _I_ bilinmeyenler belirlenir )
A, =3 igin 6zvektorin hesabi:
3-2 -1 0 Jx] [0o] [83-3 -1 0 Jx] [0o] [0 -1 0]x
-1 2-1 -1|x|=|0|?] -1 2-3 -1|x,|=[0]?|-1 -1 -1|x,|=
0 -1 3-Ax 0 0 -1 3-3|x, 0 0 -1 0|x
X
GAUSS ile: 3.diyagonal sifirdir. y3serbest
-1 -1 -1|x 0 -1 -1 -1|x 0 -1 -1 -1|x 0 dégiskendir. Diyagdnale ve kerr
0 -1 0 X, | = 0 > 0 -1 0 X, | = 0 > 0 -1 0 X, |= 0 tarafa 1 yazilir: ¥s=1. Yukar

0O -1 O|x| [0] |[O O Ofx]| |O

dogru hesap ileiim bilinmeyenle
belirlenir.

Normallsstirilmi s 6zvektor

Normallstirilmi s 6zvektor
(en buvik terim=1

(uzunlwsu=1"

X, 1 -1 1 1 -1 -0.707108
X, =X, | = =—|0|=|0 X,=—————1 0 |= 0
-1 [a2 2
X, 1] |-1 T+0+T 1| | 0.707108
A, =4 igin 6zvektérin hesabi:
3-14 -1 0 X, 0 3-4 -1 0 X, 0 -1 -1 0|x 0 ‘
_ S> > _ Homojen denklen
-1 2-42 -1 |x,|=|0 -1 2-4 -1]|x,|=|0 -1 -2 -1|x,|=|0
0 -1 3= x 0 0 -1 3-4|x, 0 0 -1 -1jfx 0
X
GAUSS ile:
-1 -1 0|x 0 -1 -1 01 x 0 -1 -1 0| x 0 3.diyagonal sifirdir. sserbest
S ! N degiskendir. Diyagonale ve kar
0 -1 -1|x,|=|0 0 -1 -1)x,(=|0 0 -1 -1jx,|=|0 tarafa 1 yazilir: %;=1. Yukar
_ _ dogru hesap ileiim bilinmeyenle
0 1 -1) x, 0 0 0 O0fx 0 0o o0 | Xg | belirlenir.

/]3:4 e ait

x] [1 IERE
Xs =X, [=] -1 83:1—1:—1
x| |1 1| |1

Normallsstirilmi s 6zvektor
(en buvik terim=1

Normallsstirilmi s 6zvektor
(uzunlwu=1'

1 0.577350
-1|=|-0.577350
0.577350
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Ozdederler matrisi ve temel 6zvektérler matrisi:

Ozdeerler matrisi

Modal matris
(temel 6zvektorle

>
Il
w

1 1 1
Normallstirilmi s modal Normallstirilmi s modal matris
matris(en buyik eleman= (her vektorin uzungu=1"

05 1 1 0408248 -0.707108 0.577350
X={1 0 -1/ X =] 0.816497 0 - 0577350
05 -1 1 0408248 -0.707108 0.577350

Kontrol: AX = XA ve AX :XA ile g6zumler kontrol edilebilir.

Ozdeger problemi ¢oziim metotlari

Ozdeger problemi, sayfa 158 de aciklandigi gibi, 1. determinant hesabi 2. homojen denklem
sistemi ¢ozimuinden ibarettir. Cozimin yikid ve zorlugu 6zdederlerin belirlenmesindedir.
Co6zim igin direkt ve iterasyon metotlan kullaniimaktadir.

Direkt metotlar bir takim islemler sonrasi 25.5 badintisinda verilen 6zdenklemi kurar ve
¢Ozerler. Buylk denklem sistemleri icin uygun dedildirler. Cunkd n. derece olan
0zdenklem=6zpolinomun n tane kokiinin bulunmasi blyik nimerik sorunlar yaratir. Cok
basit bir 6rnek ile aciklayalim:

Ozdeserler Ozvektorler
(100 Tx1 [x] (100 i 1 ]

110 110 1
120 1
130 ' 1
140 1
150 1

120
130

>
I

140
150

KX XK XX
I
N
KX XX XX
l
1>
I
I><
I

Diyagonal katsayil 6zdeger probleminin 6 adet ozdederi, bilindigi gibi, diyagonal
elemanlarina esittir. Ozvektérleri de birim matristir. Ozdenklem

100- A1
110-4
120-1
det(A—A11) = 130
140-4

150-1

det(A- A1) = 00— A)Q10- 1)((120- 1)@30- A )40~ 1)A50- 1) =0

2% —7501° + 2335004 —3862500Q° + 35802400002 —176310000004 + 360360000000= 0

dir. Goéruldigu gibi, bu gok basit ve cok kiigik problemde bile polinomun katsayilar ok
bUylUktar. 6 adet A; 6zdederlerinin bu polinomdan hesaplanmasi yuvarlama hatalarinin gok
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blylk olacagi anlamindadir. Cok blylik 6zdeder problemlerinde sayi tasmasi kaginilmazdir.
Bu nedenle, blyik boyutlu 6zdeder problemlerinde, iterasyon yontemleri tercih edilir.

Cok sayidaki iterasyon yontemlerinden determinant arama, power(MISES), invers power,
JACOBI, ARNOLDI, LANCZOS, QR, HOUSEHOLDER, GIVENS gibi metotlarinin adi verilebilir.
Iterasyon yontemleri el hesaplar icin fazlasiyla karmasiktir. Bu nedenle adi, gecgen
yontemlerin teorisi yerine sadece bazi yéntemlerin programlari verilecektir(Bak: bolim 27)

Ahmet TOPCU, Bilgisayar Destekli Niimerik Analiz, Eskisehir Osmangazi Universitesi, 2014, http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu/ 200




