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9. DENKLEM SAYISININ BILINMEYEN SAYISINDAN GOK OLDUGU DENKLEM
SISTEMLERI: DENGELEME HESABI

Denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan ¢ok olmasi durumudur. Goézlem, 6lcim ve deneye
dayall problemlerde ortaya gikar. Olgiimler hata icerir. Mesela jeodezik élciimlerde; okuma
hatasi, alet hatasi, atmosferik kosullar(isigin kirilmasi, hava basinci, sicakhdi gibi) gercek
degerlerin belirlenmesini imkansiz kilar. Olcme ve deney yoluyla belirlenen veri hatalarini en
aza indirgemek icin geredinden c¢ok Olcim vyapilir ve bilinmeyen sayisindan daha cok
denklem olusturulur. Kesin ¢dézim yoktur, ¢dzim vyaklasiktir ve minimum hata olacak
sekilde bulunmaya(dengelenmeye) calisilir.

A X = b genel denklem sistemi n denklem ve m bilinmeyen icerir ve n>m dir:

a, a a, |-
a“ a“ al . X 31 -66 058
21 22 2m . _
Ax~b X, |_|b2| Ormek: |29 42 [x]_| 201 (9.1)
- : 27 58 ||x,| |—-443
Xn| | Db, 18 23 339
[ Qn1 Qpp e Ay |7

b karsi taraf vektori hata(6lgme hatasi) igerir. A kolon dlzenlidir, yani rank A=m dir. Ancak,
denklemler uyumlu olmadigindan, denklemlerin hepsini de tam olarak saglayan x vektor
bulmak mumkin degdildir. Elden geldigince iyi bir ¢6ziim bulmaya calisilir. Elden geldigince
iyi bir ¢6ziim nedir? x Oyle hesaplanmali ki denklem sisteminde yerine konuldugunda, ki
denklemi saglamayacaktir, olusacak h fark vekt6rinin

h=Ax-b (9.2)
elemanlarinin karelerinin toplami minimum olsun:
f(h)=h"h-> min (9.3)

Bu kosulu saglayacak farkli ¢ozim yontemleri vardir. Bunlardan ilki, “En kiiciik kareler
metodu”, LEGENDRE! tarafindan 1806 yilinda yayinlandi. En kigluk kareler metodunu
GAUSS’un 1794-1795 vyillarinda gelistirdigi fakat yayinlamadigina inanilir. Metot LEGENDRE
tarafindan yayinlanmasina ragmen onun adiyla dedil GAUSS adi ile anilir. Bir diger metot QR
garpanlara ayirma metodudur.

En kiiciik kareler metodu '

9.3 kosulu 9.2 de yerine konarak

f(h)=h"h=(Ax-b)"(Ax-b)=x" A" Ax-x" ATb-b" Ax+b'b

Bu ifade artik h nin degil x in fonksiyonudur.

f(x)=x A" Ax-2x' A'b+b"b - min

Adrien-Marie
Legendre(1752-1833)

Minimum olma kosulu dfa(x) =0 dir. A" A simetrik ve kare bir matristir.
x -
T = oA Ax-28"0=0
ox
AAx=A'b (9:4)
olur?.

! Adrien-Marie Legendre (1752-1833), Fransiz
2 Matris ifadelerin tiirevinin alinmasi ile ilgili temel kurallar igin bak: Bélim 2.
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B=A"Ave c=A"b (9.5)
ile kisaltilirsa
Bx=c (9.6)

olur. Bu bagintidan hesaplanan x minimum hata igerir. 9.4 ve karsilidi olan 9.5 bagintisina
en kiigiik kareler metodunun normal denklemleri adi verilir. A" A veya karsiliyi B simetrik,

pozitif tanimh kare matristir, det B#0 dir. 9.6 denklem sistemi CHOLESKY ile ¢oziilerek x
bulunur. Bu sekilde hesaplanan x minimum hata igerir ve 9.3 kosulunu saglar. Ancak 9.1
genel denklemini tam olarak saglamaz, yani x elden geldigince iyi bir ¢éziimdiir, hatalar
elden geldigince dengelenmistir.

Ornek 1:

Bir altin kilge 4 kez tartihyor ve 1000.3, 1000.1, 998, 1000.15 gram geliyor. Muhtemelen
higbiri dogru degdil. Klilgenin minimum hata iceren kutlesi ne kabul edilmelidir. Kutlesini x ile
gbsterelim. Matris notasyonunda denklem sistemi

10003
10001
998

1

1
Ax=b - X=
- - 1

1 100015

olur. 3.4.5 ve 3.4.6 ya gore

1 10003

1 10001
B=A"A=[1 11 1| |=4 c=A"b=[1 1 1 1 =399855

1 998

1 100015

Minimum hata kosulu:
BX=C > 4x=3998.55 x=999.6375gramdir (ortalama deder olduguna dikkat ediniz).

Ornek 2:

h,=168.177 m

h23: -6.492 m

1 ve 2 nolu nirengi noktalarinin yikseklikleri K
bilinmektedir: h;=153.625 m, h,=168.177 m. S
3 ve 4 noktalarinin yuksekliklerini belirlemek &
icin noktalarin ytkseklik farklar asagidaki gibi

Olcilmustar:

hy=153.625 m

1 noktasinda durularak 1-3 ylkseklik farki élctilmis, h;3=8.053 m

1 noktasinda durularak 1-4 yikseklik farki 6lglilmis, h14=5.652 m
2 noktasinda durularak 2-3 ylkseklik farki élctilmus, hy3=-6.492 m
2 noktasinda durularak 2-4 yukseklik farki 6lgilmus, h;;=-8.912 m
3 noktasinda durularak 3-4 yikseklik farki élcilmus, h3;=-2.410 m

3 ve 4 noktalarinin en az hata iceren hs ve h, ylksekliklerini bulunuz?

Denklemler:

hi+h;3= h3>153.625+8.053= h3; > h3=161.678 m
hi+hy4= h;>153.625+5.652= hy»> h;=159.277 m
h,+hy3= h3>168.177-6.492= h3> h3=161.685 m
h,+hy,= h;>168.177-8.912= h;~»> hy;=159.265 m
hs+hss= hs> hs- hy=- h3;> h3- h4=-(-2.410)=2.410 m

Ahmet TOPCU, Bilgisayar Destekli Niimerik Analiz, Eskisehir Osmangazi Universitesi, 2014, http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu/

100



9. DENGELEME HESABI: EN KUCUK KARELER METODU 101

Bu denklemler matris notasyonunda yazilirsa

1 161678
1 h, 159277
Ax=b - |1 h}: 161685
1L 4] |159265
1] -1 2410
161.678
1 159.277
: 1] |1 17 —4+=1 [3]-1 . 1] |1 1 325.773
B=AA - 1 = , C=Ab- 161.685 | =
1] [al-1)=L—|"|-1] 3 1] [1]- 316.132
1 159.265
1]-1 2.410

Minimum hata kosulu:

3 |-1] hg|_[325773 hy|_[161681
Bx=c - 3= _ Cholesky » x=|3 |= m bulunur.
-1{ 3 |h, | |316132 hy| 159271

Hata vektérinid ve hatalarin karelerinin toplamini bulalim:

161678 0003
11 159277 - 0.006
I~ 161681 .
h=Ax-b - h= -|161685|=| -0004 |, h h=0.000097
“L 159271
1 159265 0006
1|-1 2410 2486910
Ornek 3:

y; ordinatlari deneysel olarak belirlenen 10 noktanin A
koordinatlar asagidaki tabloda verilmistir.

§ 19 12 14 16
t

Noktano-> | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Xi 4 6 8 10 [ 12 [ 14 | 16 18 20 22
Yi 3.3[53[74|169]|9.0]|86]|10.8| 124 | 12.0 ] 13.2

6

Bu noktalar x-y dizleminde isaretlendiginde saddaki grafik .|
olusuyor. Noktalar neredeyse bir dogru Uzerindeymis gibi bt bbbt i e
gortindyor. Bu noktalari en iyi temsil edecek bir dogru

uydurmak istiyoruz.

Dogru denklemi y=ax+b dir. En uygun a ve b sayilarini belirlememiz gerekiyor. Tablodaki
koordinatlar bu denklemde yerine konarak bulanan 10 denklem ve matris notasyonundaki
karsihgr:

33 b 4 1] 33]
.3=4a+
6 :1 53

5.3=6a+b o o
7.4=8a+b
6.9=10a+b 0.1 |69
9.0=12a+b Ax=b 12:1fa|_| 90
8.6=14a+b 727|147 1|b| |86
.4=18a
12=20a+b it 124
13.2=22a+b 201 120
|22i1]  |132]
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Normal denklem ve ¢6zimu:

2020: 130 1328
B=ATA=[ """ } c:ATb=[ """" }

Minimum hata kosulu:

Bxmc {2020‘130}[61} :[1328} - Cholesqy - x= H _ {0-522121} {

130 : 10 || b 889 b 2.10242 ol
a=0.52 ve b=2.10 alinarak y=ax+b dodrusunun ST y=052x+2.10
denklemi: ot :
y=0.52x+2.10 -1

v v )’7 t t t t t t t 4 t t ‘ ‘ - X
olur. Bu dogru sagda gortilen x-y diizleminde cgizilmistir. 0246 810121416 182022 24

Hata vektoérinl ve hatalarin karelerinin toplamini 2. érnekteki yolla bulalim:

denklemi yerine, daha yuksek dereceden giriee modellenirse hatanin
azalacgl beklenir.

h=Ax-b -, DTD - 4.6676% Hatalarin karelerinin toplami oldukga buyuktur. Kad&r bir dgru

Ornek 4:
yi ordinatlar deneysel olarak belirlenen 6 noktanin koordinatlar asadidaki tabloda verilmistir.

Noktano> (1 |2 (3 | 4 5 6
Xi 214171101214
Yi 114[5|5 |3 |2

Bu noktalar x-y dizleminde isaretlendiginde sagdaki grafik
olusuyor. Noktalar bir egri gibi gértiniyor. Bu noktalari en iyi
temsil edecek bir egri uydurmak istiyoruz. Egrinin derecesini
tam olarak bilemiyoruz, ama ikinci derece bir polinom
(parabol) gibi gérinlyor. Bir parabol uydurmaya calisalim.

0 2 4 6 8 10121416

Ikinci derece polinomun(paraboliin) genel denklemi y=ag+a;x+a.x? dir. En uygun a,, ai, a,
sayllarini bulmak istiyoruz. Tablodaki koordinatlar y=ay+a;x+a.x> fonksiyonunda vyerine

konarak: 12 4] 1
1= ap+2a;+2%, 1.4 16/ 4
4= ap+4a,+4%, 17771912 |5
5=ag+7a;+7%a, AX=D o | a |=|"
S5=a,+10a;+10%, 1.10 100 a S
3=ap+12a;+12%, 1112144 3
2=ap+14a;+14%; 1 14196 5
Normal denklem ve ¢6zimu:
6 49 509 .20
B=A"A=| 49 | 509 | 5887 | c=A"b=| 167
509 5887 : 71825 1637
Minimum hata kosulu:
6 49 . 509 fa,| | 20 a, | |-159881
Bx=c | 49 ' 509 : 5887 | a |=| 167 | ~ Cholesky —~ x=|a, |=| 167906
509 5887 71825| a, | [1637 a,| |-0.1035
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ap=-1.5988, a; = 1.6791 ve a,=-0.1035 alinarak
y=ap+a;x+a,x> egrisinin denklemi:

y=-1.5988+1.6791x-0.1035x>

2 4 6 8

y
i (— y=-1.5988+1.6791x-0.1035 X*
|

v . v - .. - e . . - . - } } } } } } } } = X
olur. Bu egri sagda gérilen x-y dizleminde gizilmistir. 0 2 4 6 81012 14 16

Hata vektérind ve hatalarin karelerinin toplamini 2. érnekteki yolla bulalim:

h=Ax-b - h'h=10013

Ornek 5:

Bir dogru (zerinde bulunan 4 noktanin

?ra'l_arlndakl mesafeler olgul_n“!ustur. Ayrica, 1| _isom 2 L=226m 3 Le=284 m 4
Olgim hatalarini azaltmak igin, 1 -3 arasi L=384 m >

ve 1-4 arasi da Olgilmuistiar. Olgllen Ls=670 m >

dederler sagdaki sekilde gosterilmistir.
Olgiim hatalarini dengeleyiniz.

Olciimler: L;=156 m, L,=229 m, L3;=284 m, L4=384, Ls=670 m

Ayrica, noktalar bir dogru lizerinde oldugundan, su ek kosullarin da saglanmasi gerekir:
Ls-Li-Lo=0

L5'L1‘L2‘L3=O

L5'L3'L4=0

Denklem sistemi ve ¢b6zimii:

1y [156]
——m A -
N 229 o4
S e S T S 3120 1}-1/-1 156
RN R i e PR 229
I AT A =3 I T S R R s
Ax=b | oocbee e L = o T B=ATAS| 1111 8 11 -2) - c=ATb=| 284
SRR TN NS Sl IO B R -11-11 113 1-1 384
-1i-11 14 |-2 0 e e
et e ol TN B -1i-11-21-11 3 670
-1/-1}-1, 1| 0
—— kA —— e —— - — -—=
| i-1r-111 | 0 |
Minimum hata kosulu:
31211 -1;-1L] [156 L] [155914
R e B e Sl | st - -= |-—-
2131 7171k, | 229 L,| | 228914
Bx=c-|1!1!3!11-2|L,|=284|- Cholesy - x=|L,|=| 284514| metre
S1i-11 03 -1L,| (384 L| | 384600
-1i-11-21-11 3 || |670 L, | | 669486

Hata vektérinid ve hatalarin karelerinin toplamini 2. érnekteki yolla bulalim:

h=Ax-b -~ h'h=111429
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Ornek 6:

Uc kisi ayni teraziyi kullanarak tartiliyorlar. Her biri énce tek tek tartiliyor, 75, 100, 50 kg
geliyorlar. Sonra 1. ve 2. kisi beraber tartiliyor, 178 kg geliyorlar. Sonra 1. ve 3. kisi
beraber tartilyor, 122 kg geliyorlar. Sonra 2. ve 3. kisi beraber tartiliyor, 156 kg geliyorlar.
Son olarak Ugi birden tartiliyor ve 227 kg geliyorlar. Her birinin kitlesi nedir?

Olgiilen dederler:
x1=75 kg.
X>=100 kg.
x3=50 kg.
X4=178 kg.
xs=122 kg.
Xe=156 kg.
x7;=227 kg.

Ayrica, su ek kosullarin da saglanmasi gerekir:
Xq- X1 - X2=0

X5 = X1 - X3=O

Xe = Xz - X3=0

X7-X1- Xo- X3=O

Denklem sistemi ve ¢ézimiu:

(O R [ 75
S s S ——=
I S N T B 100
LX) |0 (4121 21-1/-1}0 |-1] 75
I e R A R e - S s bttt At S B -
A R XL 2,4,2,-1,0,-1;-1 100
C T x| |122 2121410 -1/-11-1 50
R 7 T R Y B - P _ AT N s s R E T I _ AT D
Ax=b-| | 1 1 4Ll |%|=|156|-B=AA~|-11-1,0}2101 010 -c=Ab-)178
| | oo 1l x 227 -1701=-11012:10:10 122
Y S S S I | I - B L e A N .
-1i-10 1o 0 0/-11-1101012:0 156
it it bl Bl it et sl | Rt - st bt St Sk ah i ==
-1 =10 01 %] | 0 |1-1/-1/-1, 0,00, 2] | 227
Sl -1i-10 1 i1n 0
B By B o
Minimum hata kosulu:
(4721 21-1/-1] 0| -1] x| 75 (%] [ 743333
—— A==t —f———p—————~- ——= - |-
2,4,2,-1,0,-1,-11% 100 X, | | 1023330
2121 40/-1-1-1|x| |50 % | | 508333
Bx=c|-1{-11 0121010 0|x|=-|178| - Cholesky - x=|x, |=| 178330| K
-1101-110121010|x 122 % | | 1233330
e 22 RN R I
0:-1,-1,0,0;2,0}x%| |15 X | | 1543330
-1/-1/-1/0!010}2]x 227, 1% | | 227000

1. kisi 74 kg, 2. kisi=102 kg, 3. kisi=50 kg.

Hata vektoérini ve hatalarin karelerinin toplamini 2. érnekteki yolla bulalim:
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Ornek 7:
Bir Gggenin agilan a =41°, =113, y=27° olarak élgilmustir.
Dengelenmis acilari bulunuz. I

Agllar birbirinden badimsiz degildir. y agisini digerleri cinsinden yazarsak
y=180-(a+pB)=27 - a + =153

olmalidir. Bu durumda problemin iki bilinmeyeni vardir: a ve [.

Denklemler ve ¢6ziim:

a=41°
£=113
a+ =153
1 41
A-a] |-=: : 2)1 : 194
AX=b - 1{} 113 ~B=AA~{$}C= ba{}
S A A 1]2 266
111 153

Minimum hata kosulu:
Bx=c - FHF} :{194} . Cholesky - x:{“} :{40-6667}
Li2]A]) 266 B| 112667

Dengelenmis acilar:

a = 4066671
£=1126667°
y=180- (a + B) =180- 40.6667-112.6667= 26.6666°

Hata vektérinid ve hatalarin karelerinin toplamini bulalim:

1] 41 —0.333333
- {40.6667} o

113(=|-0333333, h'h

153 0.333333

h=Ax-b-h=| '1 - 0.333333
112667

= A 4

111

NOT:

Uygulamada genellikle A =~ matrisinin satir sayisi ¢ok fazla (n gok biytk), buna karsin kolon sayisi azdir (m
kigik).

ATA veya karsgihgr olan B matrisinin elemanlarinin bazilari ¢ok biytik, bazilari da ¢ok kiiciik olabilmektedir

(4.6rnege bakiniz). Bu tur matrisler tekile yakindir, nimerik zorluk yaratir. Denklem sisteminin ¢6ziminde
yuvarlama hatalari fazla olur, hatta ¢c6zim bulunamayabilir.  Dolayisiyla, en kicik kareler metodunun
istikrarsiz(instabil) oldugu séylenebilir.

QR carpanlara ayirma metodu *

Yukaridaki nedenlerle dengeleme hesabinda En kicuk kareler metodu yerine QR carpanlara ayirma
metodu tercih edilir. QR carpanlara ayirma metodu A__ matrisini, Q ortogonal matris ve R

—nxm

tekil olmayan st tGcgen matris olmak Gzere

A=QR

11961 yilinda, birbirinden bagimsiz olarak, ingiliz John G. F. Francis(1934-) ve Rus V. N. Kublanovskaya(1920- tarafindan
gelistirildi. 20. yUzyilin en iyi 10 algoritmasindan biri segildi. Bak: http://amath.colorado.edu/resources/archive/topten.pdf
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seklinde gapanlarina ayirir. Q ortogonal matrisi Gram-Schmidt, Householder veya givens
ortogonallestirme metotlarindan biri ile A matrisinden hesaplanir. Q ortogonal, yani

QTQZL oldugundan Ax=b dengeleme problemi

Ax=b - QRx=b - Q"QRx=Q"'b ~ IRx=Q"b ~ Rx=Q'b

olur. R Ust licgen matrisinin tersi tanimli oldugundan, x bilinmeyenler vektori geriye dogru
hesap ile veya teorik olarak

x=R"Q'b

ile hesaplanir.

Islem sayisi fazla olmasina ragmen, QR metodu istikrarli(stabil) ve programlanmasi cok
basit bir metottur.

Bu metodun teorik detaylari igin bak: http:/tutorial. math.lamar.edu/Classes/LinAlg/QRDecomposition.aspx

Bu boélimin programlari icin bak: Bdlim 20
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