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5. BASIT GAUSS! INDIRGEME METODU

n bilinmeyenli n denklemli A x=b sisteminde A ve b verilmis olsun. x in hesaplanmasi
istenmektedir. det A#0 ise ¢6zim vardir ve tektir.

allxl + a'12)(2 + a13x3 + b + afl.n Xn = bl all a12 a13 o aln 1 bl
- a,, a a,, .. a, ||X b
a, X, ta,X, ta,X,t+ ... +a, X, =b, 21 22 23 2n 2 bz (5.1)
- — a a a .oa Xy | = .
ay X, tagpX, tagX;t+ ... tag X, =Dh, 31 32 33 3n 3 3
anX, *ta,pX, taggX;+ ... ta X, =D, -a”l Ay Qg e 8y . —Xn . —b” .

Basit GAUSS indirgeme metodu bu denklem sistemini n-1 adimda katsayilar matrisi bir Gst
Ugcgen olan esdeder denklem sistemine indirger:

aX ta, taggt .. tax  =h fa, a, ag, .. a, [x] [ b ]
o @ W —hO oz s A .

X,  tapXt ... o tag X, = al) a® al | x, b’

)
) (2) — K
tag Xt o tag X, =h a2 .. a@ [x,|=| b?
aT(]n—:l.)xﬁ - brsn—l) I a.r(1rr1]—1) __Xn | _brgn—l) |
(5.2)

Burada af® ve b® sayilari k. adimda A nin degisen sayilarini géstermektedir. Bu denklem
sisteminden asagidan yukari dogru hesap yapilarak x vektérinidn tim elemanlan belirlenir.

indirgeme metodunun ana ilkesi sudur: 1. adimda A nin 1. kolonunun diyagonalinin
altindaki sayilar sifirlanir. 2. adimda A nin 2. kolonunun diyagonalinin altindaki, 3. adimda A
nin 3. kolonunun diyagonalinin altindaki, ..., n-1. adimda A nin n-1. kolonunun diyagonalinin
altindaki sayilar sifirlanir.

1. kolonun diyagonali altindaki sayilar sifirlamak icin A nin 1. satiri é6zenle secilmis bazi
sayilar ile carpilir ve 2., 3., ..., n. denklemden cikarilir. 2. kolonun diyagonali altindaki
sayilan sifirlamak icin A nin 2. satin 6zenle secilmis bazi sayilar ile carpilir ve 3., 4., ..., n.
denklemden gikarilir, v.s. Bu islemin nasil yapilacagi asagida adim adim agiklanacaktir.

1. Adim: Ozenle secilngisayilal

1
I.
1. satlri/21=a21/a11:|le carpilir 2. satirdan cgikarilir. Bunun sonucunda a,; sifir olur.
1. satiri/3y=a3¢/ayyiile garpilir 3. satirdan gikarilir. Bunun sonucunda as; sifir olur.
1

1. satirilyy=ani/ai;'ile garpilir n. satirdan gikarilir. Bunun sonucunda ag; sifir olur.

Lo

Ozenle secilen sayillarda bélen olarak gériinen a;; sayisina pivot eleman denir. 1.adim
sonunda x; bilinmeyeni son n-1 denklemden indirgenmis olur. 5.1 denklem sistemi

_ Indirgenen bilinmeyerl
aX taX +tagt .. tax, =h a; a, ag
0 +alx, +afx+ .. +ahx, =bY | af}
0 +aBx, +alxr . +ally =b’7 |

)
afy

(5.3)

1) 1)
4 a

@) ® () - phD
0 +a,x +azX+t ... +ta x, =b -
Sifirlanan sayilar

seklini alir. BuradaaiJ@ ve b® sayilarn 1. adimda A nin dedisen yeni sayilarini géstermektedir.

Genellestirilirse, bu sayilar

(1)

Iil = aillall, a“ = a.IJ - |i1a1j ve h(l) = bi - |ilb1‘ | = 2, 3, “eey n, ] = l, 2, ceny n

ile hesaplanmaktadir.

! Carl Friedrich GAUSS (1777 -1855), Alman: 1798 civari
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2. Adim:

1. adim sonunda olusan 5.3 sisteminin 1. denklemi hari¢ geriye kalan n-1 denkleminden x,
bilinmeyeni benzer sekilde yok edilir.

2. satir |l :aélz) /aélz)i ile garpilir 3. satirdan gikarilir. Bunun sonucunda aélz) sifir olur.

2. satir EI42 :afz) /aglz)i ile garpilir 4. satirdan gikarilir. Bunun sonucunda afz) sifir olur.

i :\| Ozenlesegilmi sayilai |
2. satiril, :ar(llz) /aélz)i ile garpilir n. satirdan gikarilir. Bunun sonucunda ar(,lz) sifir olur.

Ozenle secilen sayilarda bélen olarak gériinen aél% sayisina pivot eleman denir. 2.adim

sonunda X, bilinmeyeni son n-2 denklemden indirgenmis olur. 5.3 denklem sistemi

Indirgenen bilinmeyenl: |

aX tagX, +agt+ .. tax, =b a; ap ag

0 valy ralgr . valy = [0 a8 o
g g a®
0 +0  +alf%x+ ... +alfPx, =p? io: :Oi 833 (5.4)
. . . . . ol lol a3
2 2 — 2 | 1 3
0 40 wadxr . valx, =bP L% P
seklini alir. Buradaa{® ve b® sayilari 2. adimda A nin degisen yeni sayilardir.
Genellestirilirse, bu sayilar
I, =af/ay), al®=a-1,al) ve R =b® -1 ,b?, i=34,..,n j=2,3,..,n

ile hesaplanmaktadir.

Diger adimlar:

2. adim sonunda olusan 5.4 sisteminin 1. ve 2. denklemi harig, geriye kalan n-2
denklemindeki X3, X4, ..., Xn-1 bilinmeyenleri benzer sekilde yok edilir. n-1. adim sonunda
katsayilar matrisi bir Ust tggen olan 5.2 esdeder denklem sistemine donislr. Bu denklem
sisteminden asadidan yukari dogru hesap ile x;, X5, ..., X, bilinmeyenleri sirayla bulunur:

Indirgenen bilinmeyenl

aX taX, taget .. +ax, =b |%1 %2 &3 . 8y %= (B =80 ~ &e T Ank) /Ay

— 1) 1) 1 1)
By, +ali+ .. +adx =b® a a8 .. a) X = (0 — agd =~ alx,) af)
3 2
valdx+ . +adx, =bd ad . a X =0 -...- alx,)/al

Xn = bl’gn_l) /ann

ar(1rr]1_1)xn - brgn—l) ann (n-1)
Sifirlanan savila
ay, o, a...., alt D diyagonal elemanlarina pivot eleman denir,
Gozlem:

« A katsayilar matrisi n-1 adim sonunda bir Ust (iggen matrise donustirilmektedir.

Olusan yeni denklem sistemi verilen denklem sistemi ile esdegerdir.

Tum islemler A, b ve x matrisi Gzerinde yapilmaktadir. A ve b nin ilk dederleri kaybolmaktadir.
Pivot elemanlar # 0 olmalidir, aksi halde g6ziime devam edilemez.

+  Kasayilar matrisi A nin determinanti indirgenmis sistemin determinantina esittir: detA=ay4 mg% @ngs) D.Dar(]rr]]_l)

+  Pivot elemanlardan biri sifir ise det A=0 olur. Bu ise A nin satir veya kolonlarinin dogrusal bagiml oldugu anlamina gelir.
+ det A=0 ise A tekildir, ¢goziim yoktur veya tek dedildir. Rank A <n dir.
e detA #0ise ¢gozUm vardir ve tektir. A diizenlidir (regulerdir). Rank A =n dir.
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Ornek:

BX —2Xp +2x3 +4x4 =16 6 -2 2 4 |x 16

12% —8xy +6x3 +10x4 =26 12 -8 6 10 |x,|_| 26 —b _5
3 ~13x +9x3 +3x4 =-19 | 3 -13 9 3 | x| |-19| — ~ x=
_6)(1 +4X2 +X3 _18X4 =-34 _6 4 1 _18 X4 _34

Tam islemler A matrisi Uzerinde yapilacaktir. Diyagonal altindaki sayilarin sifir olacagi
bilindiginden bu hiicrelere /;; degerleri saklanacaktir.

1. Adim:

2.

67 =212 4 |[x 16

=
2 ‘ -4 I 2 I 2 X2 - 1,:=2 sayisI 1.satir ile ¢ardi, 2.satirdan ¢ikartil. |

[ | |
———f-———————- || =S | =] --=-
05 E -12 : 8 : 1 X3 - 27 13:=0.5 sayis| 1.satir ile cardi, 3.satirdan cikartil. |
AR T I I B B T
-1 t 2 | 3 | -14 X4 -1 l4:= -1 sayisi 1.satir ile arpildi, 4.satirdan (;lllmrt|

|1. diyagonal altindaki elemanlar pivot elemana hdi |

Adim:
16

13,=3 sayisi 2.satir ile ¢ardi, 3.satirdan ¢ikartdi. |

-2 12=-0.5 sayisi .satir ile ¢carpdi, 4.satirdan ¢ikartdi. |

16
| -6
-9
- l45= 2 sayis| 3.satir ile ¢cardi, 4.satirdan ¢ikaridi.

| 3.diyagonal altindaki elemanlar pivot elemana bdi |

Indirgenmis denklem sistemi ve asagidan yukariya dogru hesap:

60-212] 47[x] [16 X = (6~ (()[1-2((-2)-411/6=3) [3

=421 2 ||%|_|-6 X, = (-6-20-2)-2m/(-4)=1 | _|1
BRI 75 | o I B X, = (-9~ (B)1)/2= -2 R
T3k (-3 X, =-3/(-3) =1 !

Gozlem:

Tum islemler A , b ve x matrisi Gzerinde yapiimistir. A ve b nin verilmis ilk degerleri kaybolmustur.

A katsayllar matrisi n-1=4-1=3 adim sonunda bir st Gggen matrise dénismustur.

Olusan yeni denklem sistemi verilen denklem sistemi ile esdegerdir.

Pivot elemanlar # 0 dir.

Katsayilar matrisi A nin determinanti indirgenmis sistemin determinantina esittir. detA= 6[ (—4)[ 2( (—3) =144+# Q dur.
det A # 0 oldugundan A diizenli(reguler) bir matristir, satir ve kolonlari dogrusal bagimli degildir, rank A=n=4 tir.

Tek ¢oziim vardir ve bulunmustur.
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Pivot eleman sec¢imi ve satir degistirme

Iy sayilarinin hesabinda bdlen olarak karsimiza gikan a1, ag% a§23) ar(]rr‘]_l) sayllarina “pivot eleman”, bu

elemanlarin bulundugu satir ve kolona “pivot satiri” ve “pivot kolonu” denir. Pivot kelimesi kilit, rol oynayan,
yOnlendiren olarak tercime edilebilir. Pivot eleman hesabin kaderini belirler. Clnkil, indirgemenin
surdirilebilmesi igin pivot elemanlarin sifirdan farkl olmasi gerekir, aksi durumda hesaba devam edilemez.
Ornegin

0 1 1|lx 1 1 1 1]x 2 -2 1 -1|| % 3
1 1 1]|x|=|2| 0 1 1| x|=1| 1 1 1|x(=|2
-2 1 -1||x3 3 -2 1 -1||x3 3 0 1 1f||xs 1

denklem sistemlerinin Ggliniin de ¢d6zUmU ayni; x3=1, x,=3, x3=-2 dir. Clnku farkli gibi goérilen her i denklem
sistemi gergekte birbirinin aynidir, sadece satirlarinin yerleri degistirilmistir. Satirlarin yer degistirmesi ¢ézimi
degistirmediginden ¢ozim de ayni kalir.

Ancak; birinci denklem sistemi ¢6zUlmek istenirse, daha ilk adimda, c¢ikmaza girilir. CUnku 1. diyagonal
eleman(yani pivot), sifirdir. Ikinci denklem sisteminde 1. diyagonal eleman(pivot) sifirdan farklidir,
indirgemenin ilk adimi sorunsuz yirittlebilir. Uglinci denklem sisteminde de ilk adim sorun yaratmaz.

Pivot elemanin sifir olmasi halinde, 6rnedin k. Adimda, aw=0 ise; A matrisinin k. Kolonunda diyagonalin

altindaki sayilar arasinda pivot eleman aranir ve k. satir ile sonraki satirlardan biri degistirilir, pivot elemanin
sifirdan farkli olmasi saglanir ve hesaba devam edilir.

Sifirdan farkli pivot elemanin bulunamamasi durumunda; 6rnegdin k. Adimda diyagonal ve diyagonalin altindaki
tim elemanlar sifir ise, aw- aw+1k=,.., = an=0; satir degistirmek de bir ise yaramaz. Bunun anlami; A
matrisinin tekil, yani det A=0 oldugu, ¢ozimuin bulunmadidi veya sayisiz ¢6zimun oldugudur.

Pivot elemanin sifirdan farkl fakat mutlak dedgerce gok kiglk olmasi da niimerik sorun yaratir. I sayilari A nin
elemanlari pivot elemana bélinerek hesaplandigindan, pivot elemanin gok klglik olmasi bolimun ¢ok buylk bir
sayl olmasina, bununla garpilan/toplanan sayilarin daha da biyiUmesine ve yuvarlama hatalarina neden olur.
Buylk denklem sistemlerinde bu islemler milyonlarca defa yapildigindan, yuvarlama hatalari birike birike
sonucun tamamen yanls hesaplanmasina neden olur.

Yuvarlama hatalarini azaltmak igin, gerekirse her adimda, satirlara yer degistirilir. Mutlak dederce en blyik sayi
diyagonal ve diyagonalin altindaki sayilar arasinda aranir, bu sayinin bulundugu satir ile pivot satiri degistirilir.
Ornek: yukaridaki 1. denklem sistemi gdziilirken 1. adimda 1. diyagonal ve diyagonalin altinda mutlak degerce
en buyUk sayi 3. satirdadir: |-2|. Bu nedenle 1. denklem ile 3. denkleme yer dedistirilir ve indirgemeye devam
edilir. Boylece pivot elemanlarin en biliylk sayi olmasi, olasi yuvarlama hatalarinin en az olmasi saglanmis olur.

Determinant:

indirgeme sonrasi olusan yeni denklem sistemi verilen denklem sistemi ile esdegerdir. Bu nedenle katsayilar
matrisi A nin determinanti indirgenmis sistemin determinantina esittir. Satirlara yer degistirmek determinantin
dederini degistirmez fakat isaretini dedistirir. Pivot arama nedeniyle indirgeme sirasinda p defa satir
degistirilmis ise determinant da p defa isaret degistireceginden

detA = (-1)P @&y, @) & 0.0a0™ (5.5)
olur.

indirgeme tamamlanabilmis, n-1 adim sonra denklem sisteminin katsayilar matrisi (st licgen olan esdeger
denklem sistemine donustirilebilmis ise determinant (5.5) den hesaplanir ve det A #0 dir. Ancak, indirgeme
tamamlanamamis ise; 6rnedin k. Adimda pivot eleman bulunamamis ise, indirgeme islemine devam edilemez,
det A=0 dir.

det A #0 ise: A matrisi tekil degildir, dizenlidir(regllerdir) denir. C6zUm vardir ve tektir.

det A=0 ise: A matrisi tekildir(singllerdir), duzensizdir denir. C6zim yoktur veya sonsuz ¢dzim vardir.
Denklemler uyumlu ise sonsuz ¢ézim vardir, uyumsuz ise ¢ézim yoktur.

Rank:

indirgeme tamamlanabilmis ise rank A=n dir. A nin satir ve kolonlari diizenlidir. k.adimda sifirdan farkli pivot
eleman bulunamamis ise, A nin ranki r=k-1 dir. A nin r satiri dogrusal bagimsizdir geriye kalan d=n-r satir veya
kolonlari dogrusal bagimlidir; d ye rank artigi denir.
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Ornek:

6 -2 2 47 x] [16
12 -8 6 10 |xp| | 26
3 -13 9 3 |xg| |-19
-6 4 1 -18|x4| [-34

Cozim icin her adimda pivot arama vyapilacak, gerekirse satirlar degistirilecektir. El
hesabinda ondalik isaretinden sonra 6 hane yuritilecektir.

1. Adim: 1. diyagonal ve altindaki mutlak dederce en bliylk sayi 2. satirda |12| dir. 1. ve 2.
satirlar degistirilecek ve indirgeme yapilacaktir.

12 -8 6 10x | [ 26
6 -2 2 4 |xp| |16
3 -13 9 3 |xg| |-19
-6 4 1 -18|x4| [-34

% 1. ve 2.satidegistirildikten sonra

Pivot elema
(ronzos L i, 78 6 10l )28
X 2 -1 -1 X2 _ 3 I,1= 0.5 sayisi 1.satir ile cardl, 2.satirdan ¢ikartdi. |
-11 75 05 X3 - 255 —ﬁlglz 0.25 sayisi 1.satir ile cardi, 3.satirdan ¢ikardi. |
0 4 =13 X4 =21 Q l41= -0.5 sayisi 1.satir ile carpildi, 4.satirdan ilda. |

|1. diyagonal altindaki elemanlar pivot elemana hdi |

2. Adim: 2. diyagonal ve altindaki mutlak dederce en blylk sayi 3.satirda|-11|dir. 2. ve 3.
satirlar degistirilecek ve indirgeme yapilacaktir.

12 -8 6 10]x 26

025:-11 75 05|xp| |-255
. = 2. ve3.satir dgistirildikten sonra
05: 2 -1 -1|x3 3
-05: 0 4  -13| X4 =21
B Pivot elema
az2> -8 6 10 X1 26
L=2/(11)=-0.181818. | 025 <1D 75 05 X9 - 255 :
.................... = I35=-0.181818 sayisi 2.satir ile carpildi,
1,5=0/(-11)=0 =0.181818: 0.363635 —0.90909Y x3 -1.63635 3.satirdan cikard.
i 0 : 4 -13 X4 -21 l4= 0 olduzundan jlem gerekme:

| 2. diyagonal altindaki elemanlar pivot elembdltrdi |

3. Adim: 3. diyagonal ve altindaki mutlak degerce en buyuk say! 4. satirda |4] tar. 3. ve 4.
satirlar degistirilecek ve indirgeme yapilacaktir.

12 -8 6 10 Tx 26
025: -11 75 05 |xa|_| -255
e 13 x| -2

3. ve 4.satir déstirildikten sonra

05 -0.181818 0.363635 —0.90909 X4 -1.636359
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Pivot elema

q 12 6 10 X1 26
75 05 |xo| | -255
145=0.363635/4=] v _ = _
: .Q’é’> /,1'53 3 21 l4z= 0.090909 sayisi 3.satir ile carpildi, 4.
0.090909%‘_(%2_731%6 X4 0.27273 satirdan gikarild

|3. diyagonal altindaki eleman pivot elemana boli |

Asagidan yukari dogru hesap:

X1 = (26— (-8)[1.000034- 6{-1.99995)-10[1.000015 /12 = 2.999986 2.999986
X9 = 750-1.99995) - 0501.000015/(-11) = 1.000034 | 1000034
X3 = (-21- (131000015 /4 = -1.999951 =71 -1.99995
x4 = 0.272730/0.272726= 1.000015 1.000015

Gergek ¢oziim: x={3 1 -2 1} dir.

Hata vektorii:

3 2.999986 0.000014
1 1000034 | | -0.00003

-2| | —-1.99995 —-0.000049
1 1.000015 -0.00001

Goruldagu gibi, pivot arama yapilmasina, 6 ondalik hane yiritilmesine ragmen, az da olsa
hata vardir. Bilgisayarda ondalik sayl hesabinda genelde 15-16 hane kullanilir. Denklem
sistemi 15-16 hane kullanarak bilgisayarda ¢ozllirse hata gok azalacak, fakat belki gene de
tam sifir olmayacaktir.

Bu 6rnegdin gergek ¢dzimuni bildigimiz icin hata vektérini de hesaplayabildik. Uygulamada
ise gergek ¢o6zim bilinmez(bilinseydi hesaplamaya gerek kalmazdi).

Gercek ¢ozim bilinmedigine gore asagidaki sorular glindeme gelmektedir:
« Hesaplanan ¢6zim dogru mudur?

« Hata nasil dlgllecektir?

« Hata ne kadardir?

+ Hata kaynadi nedir?

Bu sorularin cevabi verilemeyen ¢déziim dodru varsayillamaz. Izleyen sayfalarda bu sorular
irdelenecektir.
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Niimerik hesaplarda hata kaynaklari, hatanin dlgiisii

Fiziksel bir problemin sayisal olarak ¢éziminde asagidaki nedenlerle az ya da gok hatalar olusur.

1. Modelleme hatasi: Fiziksel problemin gdziilebilmesi igin olusturulan matematik model gergek problemi tam
olarak yansitamiyordur. Varsayilan geometri ve sinir degerler farkhdir.

2. Coziim yonteminden dogan hatalar: Nimerik ¢o6zim igin secgilen metot fiziksel problem veya onun
modeline uygun degildir.

3. Program veya programlama hatalari: Céozimde kullanilan program kod hatalari iceriyordur veya problemin
¢o6ziimine uygun degildir.

4. Bilgisayar hatalari: Bilgisayarda sayilar yuvarlatilarak depolanir, sonsuz terimli serilerden hesaplanan
dederler icin sonlu terim kullanilir. Nadiren de olsa, donanim hatal olabilir. Voltajda ani dedisimler farkinda
olunamayan hatali sonuglar dogurabilir.

5. Insani hatalar: Programi kullanan kisi programi yeterince tanimiyordur, gerekli 6n ayarlari yapmamis veya
hatali yapmistir. Verileri hatali girmistir veya yuvarlatarak vermistir. Sonuglari yanlis yorumlamistir.

Basit bir fiziksel problem 6rnegdi ile yukarida sayilan hatalarin bazilarina agiklik getirmede galisalim.

Fiziksel problem: Diinya ylizey alaninin hesabi

Matematik model: Fiziksel problemin matematik modeli 6ncelikle a) Gergede en yakin olmal b) basit olmali
c) Hesaplanabilir olmal

Dunyanin ideal bir geometrisi yoktur. Yuvarlaktir deriz, kiire oldugunu kastederiz. Uzaydan cekilmis fotografa
baktigimizda kire gibi gériinmektedir. Fakat biliyoruz ki; ylksek daglar ve derin gukurlar vardir, kutuplarda
basik, ekvatorda sisik bir geometriye sahiptir(geoid) .

Fiziksel problem: purizli yizey, Kiire mode: uzavdan adriing Daha gercek model: Geoid
diizgiin olmayan geometri

Basitligi nedeniyle, diinyay! kire olarak modelleyelim:
Kirenin ylzey alani: A=4 nir?

r yarigapini ve m sayisini ne alalim? Ekvatorda r=6378.1 km, kutuplarda r=6356.8 km dir. Yari capi ortalama
deder alarak modelleyelim, r=(6378.1+6346.8)/2=6367.5 km alalim.

n=3.14 alalim.

A=4'3.14'6367.5*=509245907 km? olur.

Buldugumuz bu degerin tam dogru olmadigi, yaklasik oldugu agiktir. Dogru dederin hesaplanamayacagl da
aciktir. Hata kaynadi: a) Kire varsayimi dogru degildir. b) Ekvator ve kutupta 6lgilmis yarigaplar 6lcim hatasi
icerir. c) Yaricap! ortalama deder alarak bir hata daha olusturduk. d) m=3.14 dederini yuvarlatarak hata
olusturduk. e) Hesaplanan A dederinin yuvarladik, virglilden sonraki hanelerini attik.

Hata ne kadardir? Gergek dederi bilemedigimize gore, hatanin ne kadar oldugunu da bilememekteyiz. Daha
gercekci modellerle (geoid) hesaplanmis deger kaynaklarda A=510072000 km? olarak verilmektedir. Bu deder de
matematik anlamda dodru olamaz, c¢linkii gene bir takim varsayimlar yapilarak hesaplanmistir. Ancak, burada
kullandigimiz kiire modelinden daha dogrudur. A=510072000 km? degerini dogru kabul ederek hata analizi
yapabiliriz. Once hata 6lclisii tanimi yapalim.

Tanim: bir x fiziksel buyukliginin hesaplanmis dederi ve gercek dederi X olsun. Bu iki deger

Xhesap gerce

arasindaki farka hata veya mutlak hata denir.

Hata(mutlak): Ax = Xhesap ~ Xgercek

Mutlak hatanin gergek dedere oranina hata yiizdesi veya bagil hata denir.

AX _ Xhesap_ Xgergek
X

Hata yiizdesi(bagil hata): .=

X

gercek gercek
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Hata ylzdesi (badil hata) gergek degerin birim hatasi olarak da yorumlanabilir: RE 4X = A=

'gercek
X ¢

gercek
Simdi diinyanin yiizey alani ile ilgili hesabimiza dénelim, hata analizi yapalim: Agercek=510072000 km? ve
Anesap=509245907 km? alarak:

Hata(mutlak): A A=A, - A= 509245907510072008 -82609%m’

ercek

Hata yiizdesi(bagil hata): , = 4 A _ Aesao™ Aecer . ~826093 _ )
Agergek Agert;ek 510072000

Buradaki eksi isareti hesaplanan alanin gergek alandan 826093 km? daha kiiciik kaldigini gésterir, Hata %0.02
kadardir. 826093 km? degeri hatanin ¢ok biiyiik oldugunu disiindiirebilir. Fakat hata ylizdesi sadece %0.02
(on binde 2) oldugundan, ktiglik kabul edilmelidir.

Bu basit 6rnekte de goruldigu gibi, hata ytzdesi(bagil hata) daha iyi fikir vermektedir. Nimerik hesaplarda
hata yerine hata yiizdesi(bagil hata) ile calismak daha uygun olacaktir.

Gergek degerin bilinmedigi fiziksel problemlerde hata kontrolii

Nimerik analiz problemlerinde genelde gergek ¢6zUm bilinmez. Fakat hesaplanan dederin veya dederlerin
saglamasi gereken bir kosul veya kosullar vardir. Hesaplanan dederin bu kosullari saglayip saglamadigina
bakilarak hesaplanan dederin veya dederlerin dogrulugu veya hatasi kontrol edilir. Basit bir 6rnek verelim:

3x? - 1=0 denklemini saglayan x nedir? x;= +0.5774 olarak hesapladiimizi varsayarak hatay! hesaplayalim. Bu
deger 3x? - 1=0 denklemini saglamak zorundadir: 3(0.5774)? - 1=0.000172#0 oldugundan, saglamiyor. Hata
0.000172 dir.

Yuvarlama hatasinin nedeni nedir, nasil azaltilabilir?

Hesap makineleri ve bilgisayarlar bir sayly1 depolamak igin belli sayida hane kullanirlar, 8, 10 veya 16 hane
gibi. Makineye verilen sayinin hane sayisi makinenin depolayabilecedi hane sayisindan daha fazla ise, sayinin
sonundaki bazi rakamlar kaybolur. Ornekleyelim: kullandiginiz el hesap makinesine 1234567890 sayisini yazin
ve esit tusuna basin. Makineniz 10 hane gosterebiliyorsa ekranda 1234567890 goreceksiniz. Simdi
123456789012345 yazin ve esit tusuna basin. Muhtemelen 1.23456789:10* géreceksiniz. Makineye verdiginiz
say! bu degildi, son haneleri kayboldu!

Verdiginiz: 123456789012345

Makinenin depoladigi: 1.23456789:10'* =123456789000000
Hata: 123456789012345 - 123456789000000=12345

Hata yiizdesi: 12345/123456789012345=101°

0.123456789012345 sayisini yazip esit tusuna basin, sonug: 0.123456789 olacaktir. Son haneler gene
kayboldu!

1/3 yazin esit tusuna basin, sonug: 0.333333333 olacaktir. Halbuki 1/3=0.33333333333333......
tir. Ondalik isaretinden sonra sonsuz sayida 3 rakami vardir. Makinenizin sonsuz hanesi yoktur,
depolayabildiginden daha fazla haneyi kesmektedir.

1 sayisini makineniz muhtemelen m=3.141592654 olarak gésteriyordur, son hane yuvarlatilmistir. 30 haneli
dederi m=3.14159265358979323846264338328 dir, gergek degeri bugline kadar hesaplanamamistir!

Yukaridaki érnekleri, varsa, cep telefonunuzun veya saatinizin hesap makinesi ile de deneyiniz!

Bilgisayara 10 tabanli sayilar veririz. Bilgisayar ise iki tabanl sayilarla (sifir ve bir ile) galisir. Verilen ondalik
sayllar iki tabanli (binary) sayiya cevirir ve depolar. Ornek: 2010 sayisi bilgisayarda 11111011010 olarak
depolanir. Cevirme nedeniyle hane (bit ) kaybi olur. Buna yoénelik garpici bir érnek verelim: 0.1 ondalk
sayisinin 10000 defa toplami

10000
Toplam= )" 0.1= 0.1[10000=1000

i=1
olmasi gerektigi aciktir. Kullandiginiz programlama dili ile bu toplami bilgisayara yaptirarak sasirtici sonucu
goriniz! Qbasic kodu_nu verelim:

\Basic\QBasic. EXE

File FEdit Uiew Search BRun Debug Calls Utilitz Ogtiuns Hel
Untitled T
toplam =

a
FOR i = 1 TO 18888 : :
toplam = toplam + . = L@ﬂ

MNEXT i - i
e eozsionve

Bilgisayarin verdigi sonu¢ 999.9029 hatalidir! Bilsayar 0.1 sayisini hatali depolamistir. Demek ki bilgisayar
sayilari hatasiz depolayamiyor, yuvarliyor ve kesiyor. Yuvarlama hatalarini tamamen énlemek mimkiin dedildir.
Milyarlarca sayi dort isleme tabi tutuldugunda bu hatalarin giderek bulyuyebilecegi, belki de hesaplanmak
istenen sonucun tamamen yanls olmasina neden olacadi agiktir. Yuvarlanmis bir say!i hataya neden olurken
yuvarlanmis bir sayi ile hesaplanan bir diger say! yuvarlandiginda hata buyulyebilir de azalabilir de.

Hatalar elden geldigince azaltmak igin:

1.Makine veya bilgisayarda miimkiin oldugunca cok haneli hesap yapilmali: El hesap makinelerinde
hane sayisini dedistirmek mimkin dedildir, fakat satin alirken gok haneli olani secilebilir. Bilgisayarda hane
sayisini, kullanilan yazilima bagli olarak, ayarlama imkani vardir: Tek hassasiyet(4 Byte SINGLE precision)
yerine cift hassasiyet(8 Byte DOUBLE precision) hatta doértli hassasiyet (16 Byte QUAD precision, EXTENDED)
kullanarak.
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2.Biiyiik sayilar ile diger biiyiik sayilarin garpimi 6nlenmelidir:

. Buyik denklem sistemlerinin ¢éziiminde uygun pivot eleman segilerek bunu gergeklestirmek miumkundir.

e a, b, c sayllarindan d=ab/c hesaplanacak varsayalim. Sayilarin blylk veya kulgik olduguna bagl olarak

hesabin asadidaki sekilde yapilmasi sayi tasma ve yuvarlama riskini azaltir:

|al] ve |b| sayilarindan biri bliyiik ve digerleri kiiglikse d=(ab)/c
|b|] ve |c| sayilarinin her ikisi de blylik veya her ikisi de kiglkse d=a(b/c)
|a| ve |c| sayilarinin her ikisi de bliylik veya her ikisi de kiliglikse d=(a/c)b

Bilgisayar 6nce parantez igindeki ifadeyi hesapladigindan, parantez igi 1 sayisina yakin gikacaktir.

. e* gibi ifadeler yuvarlama ve sayi tasmasi agisindan risklidir, uygun hesap sirasi secilmelidir, 6rnek:
a=e*/e' yerine a=e™*? , a=y"/e™ yerine a=(y/e*)" kullaniimalidir.

*  Yiksek dereceden polinomlar sayi tasmasi ve yuvarlama hatalar agisindan risklidir, drnek:

y=a:x>+ axx*+ asx®+ asx?*+ asx+ as yerine y=((((aix+a;)x+az)x+as)x+as)x+as daha uygundur.

Vektor ve matris normlari, kondisyon sayisi kavrami

Denklem sistemlerinin ¢éziimiinde hata analizi icin norm ve kondisyon sayilari kullanilir. Norm ve kondisyon

sayisi ¢gdzimin ne denli saglikh oldugu bilgisini verebilir.

Norm bir sayidir ve H Hisareti ile gosterilir. Mesala xvektérinin normu HXH ile gosterilir. Uygulamada sikca

kullanilan vektér ve matris normlari asagida verilmistir.

Vektor normlari:

z(:[)(1 Xp e xn] vektérinin normlari:

Ml :‘x1‘+‘x2‘+___+‘xn‘ (/; normu denir)

M =,/ xx X2 +¥2+..+%> (I normu veya Oklid normu veya x in uzunlugu denir)

Y| =maxx| (/~ normu veya maximum norm denir)

Ornek: X gergek =

=|20001 -29998 10° 09999 -4.0004 olsun.

[2 -3 01 —4] vektorinin hesaplanmig vektori

hesap
Normlar:
[Xgerged], =2+3+0+1+4=10
[Xgerce], =V4+9+0+1+16 = 5477226
X gerces] . = Max(23014) = 4
[Xhesef], = 20001+ 2.9998+10™° +0.9999+ 4.0002= 10000001
[Xhese, = /200007 +2.9998 +0? + (10°°) + 0.999F +4.0002 = 5477289
[Xpesa|. = max(2.000012.9998,0,0.99994.0002 = 4.0002

Normlarin oranlari:

Pooredy _ 10 _ = 0.9999999
[Xoesad 10000001

gosed, _ 5477226 = 0.9999885
P, 5477289

L I = 0.99995000

[Xoesai . 40002
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Dir. l(hesaptam dogru olsaydi bu normlarin hepsi de 1 olurdu. Demek ki herhangi bir normun orani 1 e ne denli
yakin ise Xpesar® denli dogrudur. Ornegimizde oranlar 1 e cok yakin oldugundan Xpesap dogru kabul edilebilir.

Burada verilenler disinda baska vektér normlari da vardir. Uygulamada /> (Oklid) normu veya basitligi nedeniyle
I, (maksimum) normu genelde tercih edilir.

Yukaridaki z(hesapvektérUnUn dogrulugu hata vektort kullanilarak da yapilir:

Hata vektorii:
h:g(hesap—x —12.0001 -29998 10° 0.9999 —4.0004—[2 -3 01 —4]

Zgercek

h=[0.0001 00002 10° -00001 -00003

Hata vektdriiniin uzunlugu (Oklid normu)=0 olmalidir:
\IDDT = \/0.000f +0.000Z + (J.(TG)2 +0.000% +0.000Z =108 =0

Oldugundan dogru varsayilabilir. Hemen sunu da belirtelim: Hata vektoriiniin terimlerinin veya

z(hesap
normunun kiglk olmasi ¢6zimin dogru oldugunun énemli bir bir gostergesidir, fakat yeterli bir kosul degildir.
Izleyen 6rneklerde bu durum agiklik kazanacaktir.

Matris normlari:

a; G, .. &,
A= a,, &, ... &, | matrisinin normlar:
auia g

Hﬂ‘max = ma%aij‘ (matrisin mutlak degerce en biylk elemant)
Hﬂ‘l = ma)ﬂAjH (“AJ H J. Kolonun /; normu)

Hﬂ‘m = ma>ﬁAH (”Ai ” i. Satirin /; normu)

Matris kondisyon sayisi:

ay &, - &,
A= a, &, ... &, | matrisinin kondisyon sayisi k(A):
By By - B

k(A) = HA HHA'lH ile tanimlanir.

k(A)=~1 ise A iyi kondisyonludur denir, A hatasiz hesaplanmis anlamina gelir.

Bir diger kondisyon sayisi Hadamard® kondisyon sayisidir:
detA
k (A :7‘ —
n(A) v

V =aa,..a,

a = m (i. satrin Oklid normu)

0<kn(A)<1 arasindadir. kn(A)=0 ise det A=0 matris tekildir. kn(A) dederi 1 e ne denli yakin ise matris o denli
iyi kondisyonlu, 0 ra ne denli yakinsa o denli kéti kondisyonludur. kn(A)<0.01 ise koétu kondisyonlu,
kn(A)>0.1 iyi kondisyonlu varsayilabilir. 0.01< kn(A)<0.1 araliginda ise ne kotl ne de iyi kondisyonludur,
durum siphelidir.

Ters matris hesabi gok islem gerektirdiginden ve denklem sistemi géziiminde det A ara deder olarak zaten
hesaplanabildiginden, Hadamard kondisyon sayisini kullanmak daha pratiktir.

1Jacques Salomon Hadamard (1865-1963), Fransiz
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Ornek:

10 2 . . . .
A= Matrisinin norm ve kondisyon sayilarini belirleyelim
- (-1 9
|A|_ =10, |A, = max@11]) =11, |A|, = max@1210) =12

.1 | 0.097826 —-0.021739
0.010870 0.108696

HNHW =0.108696 A" = max(.1086960.130435 = 0130435 H A*Hw =max(.119565.11954p= 0.11956!

=10[0.108696= 109

max

KB =[A ], |4

max

k(a), =|A|, HNHl =1110.130435= 143
k(A). =[A]. HA*HOO =12(0.119565= 143

HADAMARD kondisyon sayisi:

detA=92
a, =107 +22 = 1020, a, =V1* +9? = 906, V = 102D06= 9241
K (A) = —2_ = 0.9956

92.41

Yorumlanirsa, kondisyon sayilari 1 e yakin oldugundan A matrisi iyi kondisyonludur. Ornek olmasi agisindan

burada tim norm ve kondisyon sayilari hesaplanmistir. Uygulamada sadece bir norm ve kondisyon sayisi ile
yetinilir.

Hasta matris(ill-conditioned matrix) ve hasta denklem sistemi
Kotli kondisyonlu matrise hasta matris(ing.: ill-conditioned) denir. Bu tiir matrislerin determinantlari gok
kuguktlr, matris tekile yakindir. Matrisin elemanlarindaki gok ktiglik bir degisiklik(yuvarlama hatasi nedeniyle)

matrisin tersinin tamamen yanlis hesaplanmasina neden olur. Dolayisiyla Hasta matris katsayili denklem
sisteminin ¢6zimU de hatal olacaktir.

Ornek:

1.2969 0.8648] x, 0.8642
Ax=b - = , X=7?
0.2161 0.1441| x, | |0.1440

Once A nin HADAMARD kondisyon sayisini bulalim: k. (A) = ‘detﬂ
* \%
Det A=10®

Determinant gok kiiglik! A nin hasta matris oldugunun ilk isaretini almis olduk.

a, =V1.2969 +0.8648 = 156, a, =+/0.216F +0.144F = 026, V = aa, = 156[026= 062, k,(A) =

-8
10° _ 16010°
0.62

Kn(A)=1.6'10° =~ 0 oldugundan A matrisi kéti kondisyonludur, hasta bir matristir. A x=b denklem sistemi de
hasta bir denklem sistemidir, ¢6zimuU yaparsak hatali sonug alacagimiza isaret etmektedir. Gauss ile gozerek
sonucu gorelim:

Basit Gauss indirgemesi:

: x| _[ 08642
0.166628 106(10" | x,| | 0820107

x, = (0.8642-0.86480.773585/1.2969= 0.150516
x, = 106107 /08210 = 0.773585
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. =| 015051
= 1077358
Hata vektoria:

h:b—A)(:|:

0.8642| |1.2969 0.8648| 0.150516 _ - 508107
0.1440| |0.2161 0.1441| 0773585 |-1060107

Hata vektdriinin Oklid normu :

||, =+h"h =/ (5080107)% + (LO6107)? = 520107

Yorum:
Hata vektorunin terimleri kliclik gériintiyor. Normu da 6yle. O halde x vekt6rt dogrudur diyebilir miyiz?. HAYIR!
x vektoérinin tek bir rakami dahi dogru degil! Gergek ¢oziim:

|

dir, yerine koyarak hata var mi? Gorelim:

h=b- Ax = {0'8642} _{1'2969 0'8648]{ 2 } = {0} sifir hata ile saglaniyor.

" 101440 |02161 01441 -2| |0

O halde hesapladigimiz x=[0.150516 0.773585]" c¢éziimii, hata vektérii kiiciik olmasina ragmen, tamamen
yanlistir. Bunun nedeni: A matrisinin, dolayisiyla denklem sisteminin hasta olmasidir.

OZET:

A x=b dogrusal denklem sisteminde

A kéti kondisyonlu (hasta) ise A (A nin tersi), bliylik bir olasilikla, hatalidir.
Dogrusal denklem sistemi de hastadir

X ¢6zUmu, bluyuk bir olasilikla, hatalidir.
|det A| <<1 hasta matrise isaret eder.

Hasta matris ile yapilan niimerik hesaplarin sonucuna giivenilmez. Oncelikle alinacak énlem, matrisin neden
hasta oldugunu arastirmaktir. Modelleme hatalari, uygun olmayan nUmerik yontem, uygun olmayan birim
kullanilmasi ve veri hatalari hasta matris olusmasinin genel nedenleri arasinda sayilabilir. Matrisin kurulmasinda
bu hatalar yapilmamissa, bilgisayar ¢oziiminde mutlaka cift hassasiyet (8 Byte-DOUBLE PRECESION) hatta,
programlama dili izin veriyorsa, dortli hassasiyet (16 Byte-QUAD precision, EXTENDED) kullaniimahdir.
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