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2. DETERMINANT VE MATRISLERLE DORT ISLEM
Kare matrisin determinanti

Matris gok sayida sayly! barindiran bir tablodur, kendi sayisal dederi yoktur. Fakat her kare
matrise ait determinant® denilen; pozitif, negatif veya sifir olabilen bir sayr vardir.
Determinantini bildigimiz matris hakkinda 6nemli bazi yorumlar yapabilir, karar verebiliriz.
Determinant kelimesi; belirleyen, tanimlayan, vurgulayan, egemen, karar veren
anlamindadir. Bazi Tirkce kaynaklar matrisin determinantini “matrisin belirteni” olarak
tercime etmektedirler.

Iki bilinmeyenli dogrusal denklem sisteminin klasik cebir ve matris notasyonunda

+a,.X, =
a;,% a'.l.22_bl AT R b, L Ax=b (2.1)
A, 85X, = b, &y, A, | X, b,

seklinde yazildigini biliyoruz. Ornek:

4% +9x, =30 . 4 9] x _ 30 . Ax=b
% +3% =9 1 3| x, 9
2.1 denklem sistemini ¢ézmeye, denklem sistemini saglayan x; ve x, bilinmeyenlerini

hesaplamaya, calisalim. Bu amaca yoOnelik cok sayida yontem vardir. Orta 6gretimden bu
yana kullandigimiz degisken yok etme yontemini kullanalim.

2.1 in birinci denklemini a,, ile, ikinci denklemini -a;, ile carpar ve her iki denklemi
toplarsak x, bilinmeyeni yok olur, x; i hesaplayabiliriz:

a22a11X1 + aZZ%Z = a22bl
-a,8,X, — a12a/{>(2 =-a,b, (81182 ~ 81581
2.1 in birinci denklemini -a,; ile, ikinci denklemini a;; ile garpar ve her iki denklemi toplarsa
X; bilinmeyeni yok olur, x, yi hesaplayabiliriz: Esit
-80811X1 ~Ap1312X p = ~Ap1b; _ _ aub, —axb

/Ma/ B -3,:3:,X, +8118,X, = —80; +ay5b, ) x; =

all%l +agaX, =apb, (:?116122 - a12a:21>

) 3113,X; ~ 381X =axby —apb,  mH X

Bu badintilan kullanarak yukaridaki sayisal 6rnegdin bilinmeyenlerini hesaplayalim:
_3[30—9[9_9_3 _ 4®-1[30 _6 _

X1 ve X, dediskenlerinin hesabinda kullanilan yukaridaki bagintilar incelenirse paydada ayni
sayl, ajiaz»-aipa»i, vardir. Bu sabit sayl sadece A katsayilar matrisinin terimlerinden
olusmaktadir. Sayisal érnek icin bu sayl 4 3-9-1=3 tdr.

n bilinmeyenli bir denklem sisteminin gézimunde de benzer durum vardir: Xi, Xz, ... , X
bilinmeyenlerinin hesabinda paydaya daima ayni sabit bir sayl bélen olarak gelmektedir.
Iste bu saylya katsayllar matrisinin determinanti denilmektedir. Determinant ile n
bilinmeyenli denklem sisteminin sistematik ¢ozimunl ilk kez Cramer! vermistir, Cramer
kural olarak bilinir.

Yukarida, 2.1 de verilen 2x2 boyutlu A matrisinin determinanti aj;ja;;-aj,a,; diyagonal
elemanlarin garpiminin farkidir. Matris matematiginde 2x2 matrisin determinanti

Determinat gosterimi

a;; a
detA = |A| =" "Pl=ajay, -an8, (2.2)

seklinde gdsterilir.

1 “Determinat” kavrami matematikte “matris” kavramindan cok daha o6nce, MO 300-200 civarinda Gin’de denklem sistemi
g6zimiinde kullanilmistir. Japon Shinsuke Kova Seki’'nin 1683 yili galismalarinda ve Alman Leibniz’in L’ Hospital’e 1693 yilinda
yazdigi bir mektupta rastlanmaktadir. Determinanti denklem sistemi ¢dziimiinde sistematik olarak ilk kez isvicreli Cramer 1750
yihinda kullandi. “Determinant” kelimesinin isim babasi Fransiz Cauchy dir(1812).
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Determinant gok 6nemli bir sayidir, ¢linkl ait oldugu katsayilar matrisi ve denklem sistemi
hakkinda yorum yapabilmemize olanak sadlar. Yukaridaki bagintilardan da anlasildigi gibi,
katsayllar matrisi A.xn olan bir denklen sisteminin Xx;, X, .. , X, bilinmeyenlerinin
hesaplanabilmesi icin det A#0 olmalidir. Det A=0 durumunda, sifira b6lim yapilamayacadi
icin, denklem sisteminin ¢6zimu yoktur.

BUyUk boyutlu matrislerin determinantinin hesabi 2.2 deki kadar basit dedildir. Matris
blyldikce dort islem sayisi hizla artar. Kiglik boyutlu matrislerin determinanti SARRUS
kurali, CHIO metodu ve LAPLACE acilimi ile ve elle hesaplanabilir. Blylk matrislerin
determinanti GAUSS, CHOLESKY gibi metotlar ile ve bilgisayarda hesaplanir.

SARRUS kurali': Sadece 3x3 boyutlu matrisler igin gegerlidir. Determinanti hesaplanacak
3x3 matrisin ilk iki kolonu determinant isaretinin sag tarafina yazilir. Ana ve yan
diyagonaller sekilde goérildigu gibi kesik ve surekli gizgiler ile birlestirilir. Her strekli gizgi
Ustindeki elemanlar birbirleri ile carpilip toplanir. Her kesik gizgi lizerinde olan elemanlar
birbirleri ile garpilir, dnceki toplamdan cikarilr.

+ + o+ - - -
A S A ary G2 aJ3I A 85
A=18, 8, @y - detA=lay @y Bsa| 81 822 T detA = a,8,,85; +8,8,85 + ;8,85 (2.3)
8 83 Ay 951 8% a33| asr. %32 8,558 T a1858;, ~8;,8,853 '
Ornek: + + + - - -
2 1 3 2.4 3} 2 -1
A=|3 2 -2|_.detA=[3 2 @ 3 2 - detA=2[2[1+ D[ (-2)[4+ 3[3[3
- |
4 3 1 4 .3 1] 4.3 - 3204~ 2[(-2) B~ (-DIBA=30
CHIO? metodu: nxn boyutlu matrisin determinant formuli
all a12 all a13 all aln
a21 a22 a'21 a23 a'21 a2n
all a12 aln all a12 afl.l a13 afl.l aln
A, = 8y 8p .. Ay = detA= - 83 8y |8y 8y 83 A, (2.4)
. C e T
anl an2 ann
a, | [an a, ay; &,
anl an2 anl anS anl ann

ile verilir. Dikkatli incelenirse, 2x2 boyutlu n-1 adet alt determinant igerir ve duzenli bir
yapisi vardir. Ornekler:

s _1 3 2 -1 |2 3
J_ 11|83 2 3—_17—131

detA=|3 2 ==(70 -10)~-( -13[10)) = 30

. s 1l 272 - 2 3 210 -1 2
4 3 |4 1
-2 0| |-2 1] |-2 3
-2 0 1 3 _
3 -1 5 lzg 12 11 12§ -6 1A
det B= -1 o o -1
0 -2 1| (-27|4 o |4 -2 |4 1| 4 "
6 1 0 -8 -2 0 -2 1 -2 3
6 1/ |6 o] |6 -8
-6 1 -6 -1Cj
1 1 |lo o 0 -14 1|0 84 1
detB==——_ == == (0-38[B4) =133
=2 (67| |6 1 -6 -13  —24/38 -14\ =24 )
2 -8 |-2 -

! pierre Frédéric SARRUS (1798-1861), Fransiz.
2 F. CHIO (?-?) tarafindan 1853 yilinda yayinlandi.
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a:1=0 durumunda CHIO dogrudan uygulanamaz. 1. satir ile bir bagska satir, a;;#7=0 olacak
sekilde, degistirilir. Her satir degisikligi determinantin isaretini degistirdiginden sonug (-1)°
ile carpilmahdir. Burada p satir degistirme sayisidir.

LAPLACE! acihmi: Bu yonteme gb6re determinantin acilimi bir satira veya bir kolona gére
yapilabilir.

i. satira goére acilim: j. kolona gore acilim:
n n

dein =" (1) ay|A;|,  (isabit), dein =" (1) ay|A |, ( sabit) (2.5)
j:]_ i=1

Buradaki |A;| terimi, a; elemaninin bulundugu satir ve kolonun silinmesi ile olusan (n-1)x(n-
1) boyutlu alt matrisin determinantidir. Kaynaklarda |A;| terimine aj; nin minéru, (- 1)'+J|AU|
terimine a; nin isaretli min6ru = kofaktdri da denilmektedir.

1. satira gore acgilim ornegi:

-

deta=|-1,5 0= (-1)*" m#}i §+ (1" [-2) #1_61 j+ (13 m#‘; j = 4(0-0) - (-2)(0-0)+3(-4-30) = ~102
64 0

3. kolona g('jre agihm 6rnegi:

4.

detA =|-1 5 0= (1)1+3[3 +(1)2+3[m$ﬁ+(1)3+3 Mam 30)- 0[&16‘/)+W-—102
6 4 0

Orneklerden gérilebilecedi gibi, cok sifirli satir veya kolona gére acilim islemleri azaltir. Usti
Gizili terimleri yazmaya gerek yoktu! SARRUS, CHIO ve LAPLACE yo6ntemleri kigik
matrislerin determinantlarinin el hesabinda kullanilabilir, sadece tarihsel dederi vardir.
Programlamaya hi¢ uygun dedildirler. Bilgisayarda determinant hesabi icin GAUSS ve
benzeri alternatif yontemler kullanilir.

Determinant ozellikleri

1. Matrisin i. satin ile i. kolonu degistirilirse determinantin dederi dedismez, dolayisiyla
detA=det A" gegerlidir.

2. Matrisin iki satirinin veya iki kolonunun yerleri dedistirilirse determinant isaret degistirir:
Hesap sirasinda, 6rnedin 2.4 e gore CHIO metodunda a;;=0 ise 1. satir ile baska bir satira
yer degistirilir. Hesaplanan determinat -1 ile carpilir.

3. Matrisin bir satirinin veya kolonunun tim elemanlan sifir ise determinant sifirdir.

4. Diyagonal ve Uggen matrislerin determinanti diyagonal elemanlarin garpimina esittir.

Ornekler:
3 -70 8
3 1 2 6 70 -98
5 1 2
A=l 9 1= 1 C= 4 _p| D=|-2 14 E=| 0 76
20 1 . -2 8 6 9

Det A=3'9-20=540, det I=1'1'1=1, det C=3'54" (-5)=-300, det D=2'146=168, det E=6'09=0

Gozlem: Divagonal ve licgen matrislerin divagonal elemanlarindan biri sifir ise determinant sifirdir.

5. Diyagonal elemanlan kare alt matris olan bdélinmls diyagonal matrisin determinanti alt
matrislerin determinantlarinin carpimina esittir.

!pierre Simon Laplace(1749-1827), Fransiz: 1772 de yayinlandi.
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a, deta,,
§22 det§22
A= detA=de =deta,, deta,,...deta,,
gnn detgnn
Ornek:
T2 -1 3 | 2 -1 3 1
3 2 -2 3 2 -
4 3 1 4 3 1 2 -1 3]
A= (6] , detA = def 6] =3 2 -2d| | =300B0-5)=-900
49 49 4 3 1
11 11

6. Matrisin i. satir j. satirina esitse veya i. Kolonu j. Kolonuna esitse determinant sifirdir.

7. Matrisin i. satir j. satinn sabit bir c kati ise matrisin satirlari dogrusal(lineer) bagimlidir
denir. Satir veya kolonlarn dodgrusal bagimli matrisin determinanti sifirdir. Dolayisiyla;
determinanti sifir olan matrisin satir veya kolonlari dogrusal bagimlidir.

8. Matrisin bir satinnin veya kolonunun sabit bir c sayisi ile ¢arpilarak baska bir satir veya
kolona eklenmesine satir veya kolonlarin dogrusal birlestiriimesi denir. Satir veya kolonlari
dogrusal birlestirilen matrisin determinanti degistirmez.

9. Simetrik ve pozitif tanimli matrisin determinanti sifirdan fakhdir.

10. Kesin diyagonal agirlikli matrisin determinanti sifirdan farklidir (bak:b6lim 1, sayfa 16).

Ornek:
-7 3 -3 I-71>13]+[-3]

B=(-2 8 -3 |8]>|-2|+|-3| oldugundan B kesin diyagonal agirliklidir, det B=-280#0 dir.
1 3 5 ISI>|1]+3]

Kofaktor matrisi ve adjoint matris

A kare matrisinin her a; elemanina ait isaretli mindérinin=A = (-1)"™ |A;l, o elemanin
oldugu satir ve kolona yazilmasi ile olugan matrise kofaktor matrisi; kofaktor matrisinin
transpozuna da adjoint(ek) matris denir. Ornek:

5 ﬂ -1 0 -1 5
~ = = 4 6 O 6
4 -23 Bu B Kol |5 g 4 4 -2
A=[-1 5 0| KofaktormatrisiK =| A,, A,, Ax|=|- - (2.6)
— 2 o 4 0 6 0 6 4
6 4 0 ABl Asz 633 -2 4 4 -2
|5 j RE! j 1 5]
o o0 -34] [0 12 -15
adiA=K"=| 12 -18 -28| = 0 -18 -3
-15 -3 18 -34 -28 18

Diizenli matris - diizensiz matris tanimi

Determinanti sifir olan matrise diizensiz, sifirdan farkli olan matrise diizenli matris denir.
Baska isimler de verilir. Diizensiz matris: tekil matris, singller matris. Diizenli matris: tekil
olmayan, regller, singller olmayan matris. Ozetle:

+ Det A#0 ise tekil olmayan veya diizenli veya regller matris denir.
« Det A=0 ise tekil veya dlizensiz veya singller matris denir.
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Dogrusal bagimhilik ve rank tanimi

<
) v - RN
‘[§11 Qp §1m]' Ornek: Az = 0/-1/-2171lo

H Pﬂ
|0 /-1 /-2 -1 |-2
,/'/’ \\,/ \,/

En az biri sifirdan farkh olan, bunun disinda tamamen keyfi olan c;, ¢, ..., ¢, sabit sayilari ile
kolon vektorleri garpilip toplandiginda bir sifir vektor elde edilirse matrisin kolonlari dogrusal
bagimlidir denir:

C1@11+Ca12+ ...+ Cnaim=0 (2.7)

Bu badinti sadece ve sadece c;=0, c;=0, .., cn=0 igin saglaniyorsa kolonlar dogrusal
bagimsizdir. Yukarida verilen A,,s matrisinin birinci kolonu 1, ikinci kolonu 2 ve son kolonu
-1 ile carpilip toplanirsa

ey 4] (s

sifir vektor bulunur. O halde matrisin kolonlari dogrusal bagimlidir. Bunun énemli bazi
anlami vardir:

« Vektorlerden biri digerlerine bagimli olarak hesaplanabilir. Yukaridaki ifadeden a;3

1 1 3
1a, +20a, -1&a,;=0-a,=a,;, + 24, =[0} + 2[_1:| =|:_2}

« Kolonlari dogrusal bagiml olan matrisin determinanti sifirdir. 2.7 ifadesi aslinda

&, &, - a, || [0

B B o B |G| _|Of o

a, a, - a,|c 0

nm m

Dogrusal denklem sistemi ile ayni anlamdadir. Bu denklem sistemi c=0 igin saglanir. Ancak
c#0 ve det A=0 durumunda da saglanir. O halde ya det A=0 ya da c=0 olmak zorundadir.

Matrisin tim kolonlarn dogrusal bagimh olabilir veya tiumi bagimsiz olabilir ya da bazilan
bagimsiz bazilari da digerlerine bagimli olabilir. m vektorin r tanesi bagimsiz ise

0<r<m

dir ve r ye matrisin ranki denir. d=m-r matrisin dogrusal bagimh kolon sayisidir ve rank
artigi denir.

Dogrusal bagimhlik, rank ve rank artigi tanimi matrisin kolon vektérleri icin yukarida verildi.
Ayni tanimlar matrisin satir vektorleri igin de gegerlidir. O halde nxm boyutlu bir matrisin
hem satir hem de kolon ranki vardir. Ancak, satir ranki ve kolon ranki birbirine esittir. Rank
n ve m den klglk olanina esit veya daha kiguktdr.

Verilen bilgiler 1siginda r rankini séyle de tanimlayabiliriz: nxm matrisinin rxr boyutlu éyle
bir alt matrisi vardir ki bu alt matrisin determinanti sifirdan farklidir. Uygulamada
karsilasilan denklem sistemlerinde katsayilar matrisi genelde kare matris, n=m dir. Denklem
sisteminin ¢6zUmU ancak ve ancak r=n=m ise mimkindir. Bunun anlami, hem satir hem
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de kolon vektorlerinin dogrusal bagimsiz olmasi gerektigidir. Clinkl aksi halde katsayilar
matrisinin determinanti sifirdir, yani dizensiz bir matristir.

Daha nadir de olsa n<m (az denklem c¢ok bilinmeyen) veya n>m (cok denklem az
bilinmeyen) olan denklem sistemleri ile de karsilasilir. n<m durumunda, normal olarak,
satirlar dogrusal bagimsiz, kolonlar bagimhdir: r=n, d=m-n. n>m durumunda, normal
olarak, kolonlar dogrusal bagimsiz, satirlar bagimhdir: r=m, d=n-m dir.

Bir matrisin kolon veya satirlarinin dogrusal bagimli olup olmadigini, bagimliysa hangilerinin
oldugu, yani r rankinin belirlenmesi 6nemlidir. Ancak, burada verilen bilgiler dogrusal
bagimlihdin ve rankin belirlenmesinde, cok basit matris yapilan harig, yetersiz kalir.

Ornekler:

2 2 2 -1 1
A= -4 , B= 0 ,C=|1 -4 -1
3 3 2 5 3

Matrislerinden A igin r=3 tir, ¢linkd bu matrisin kolonlarini veya satirlarin ¢c;=c,=c3=0 ile
garparsaniz 0 bulursunuz, baska hicbir ¢#0 icin bu carpim 0 olmaz, o halde det A#0 dir. B
matrisinde r=2 dir, ¢iinki bu matrisin kolonlarini veya satirlarini c;=c,=c3=0 ile garparsaniz,
veya ¢;=0, c,#20, c3-0 carparsaniz 0 bulursunuz, o halde det B=0 dir.

C matrisinin rankinin belirlenmesi ise digerleri kadar kolay goérinmiyor, dolayisiyla det C
hakkinda hemen bir yorum yapmak mumkin dedildir. Daha sonra, 4. 5. ve 6. bolumlerde,
ele alinacak olan denklem sistemlerinin ¢ézim ydntemlerinde rankin genel olarak nasil
belirlenecedi tekrar ele aciklanacaktir.

Matrislerle dort islem

Aritmetikte a ve b sayillarinin toplanmasi ¢ikarilmasi, ¢arpilmasi veya bdélinmesi sonucu
Uglncl bir ¢ sayisi hesaplanir. Matris notasyonunda da benzer doért islemler yapilarak a ve b
matrislerinden ¢ matrisi hesaplanir. Asadidaki tabloda aritmetik doért islem ve matris
notasyonundaki karsiliklari 6zetlenmistir.

Dort islem: Aritmetik karsiligi Matris karsiligi
Toplama c=a+b c=a+b
cikarma c=a-b c=a-b
Carpma c=ab c=ab
c=a/b Yok !
" c=a:b Yok !
Bdlme c=a(1/b) Yok !
c=ab™ c=ab’

Bilindigi gibi, b™* sayisi b sayisinin tersidir. Benzer sekilde a’* matrisi a matrisinin tersidir.
Dikkat edilirse, matrislerde bélme islemi sadece matrisin tersi ile tanimlanmaktadir.

Toplama ve ¢cikarma:

Iki matrisin toplanabilmesi veya cikarilabilmesi igin boyutlarinin ayni olmasi gerekir. Anxm Ve
Bnxm Matrislerinin toplanmasi veya ¢ikarilmasi sonucu olusan ayni boyutlu C,y» matrisinin

Coxpn= Anxm* Bnxm (2.8)
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elemanlan A ve B nin karsilikli elemanlarinin toplanmasi veya cikarilmasi ile bulunur:
Cij=aiby;,

Ornek:
3 2 0o -1 31 3 2 0 -1 3 3
C=|1 7|+ 7 21=/8 9 D={1 7|—-| 7 2 |=|-6 5
3 5 6 3 9 8 3 5 6 3 -3 2
A + = C A - B = D

Carpma
Iki matrisin carpilabilmesi igin kurallar vardir:

« A ve B matrislerini garparak bir C matrisini hesaplayabilmek icin A nin kolon sayisi B nin
satir sayisina esit olmahdir(uygunluk kosulu):

Cox =An>9;r( E);r(xs (2.9)
Esit olmaly

« Carpilan matrislerin esit boyutlar atilir, kalan boyutlar C nin boyutudur: C nin satir sayisi
A nin satir sayisina, C nin kolon sayisi B nin kolon sayisina esittir.

* Cnini. satir ve j. kolonundaki c¢; elemani A nin i. satirindaki elemanlarin B nin j.
Kolonundaki elemanlar ile karsilikli garpilip toplanmasi ile bulunur:

m
C; =ayby +a,b, +...+a, by =zaik by (2.10)
=

El hesaplarinda, carpimi anlasilir kilmak ve kolaylastirmak igin, FALK! semasi kullanilir:

IC=A B carpimi igin A nin sagina ve Uste B matrisi gizilir. Al

b1 X X nin sagina A nin satirlari kadar satir, B nin altina B nin
5 kolonlari kadar kolon gizilir. Olusan matris C nin boyutlaridir.
53><7: X X X X b25 X X A nin bir satirindaki sayilar B nin bir kolonundaki sayilarla
karsihkh garpilip toplanir, bu toplam o satir ve o kolonun g
b35 X X de birlestigi hiicreye yazilir. FALK semas! ve c3s elemaninin
- S hesabi solda érnek olarak gdsterilmistir:
X X X
C3s=az1bis+ asabas+ assbss
X X X v ~_— —Curr
= —X4x
(@31 [ d3p [ 34 <C35>‘
X X X J )
Ornek: 5 - 210103
=4 -1]-1 1 2
111 —
=T |21 0] 0| 3| C=ABninFALK semas| 1111 11115
A, =|3|1, By = 11| 1 | o | =——— A, =|3[1)5|-1] 1]11/=Caq
2|0 2(0|l4]10|0]|6

1 Sigurd FALK (?,?), Alman. 1950 civarinda géifidi.
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Yukarida verilen kurallar ¢ veya daha ¢ok matrisin carpimi icin aynen uygulanir, érnek:

Uygunluk kosulu:
ant= An)yf E/n@{g,{]t g A nin kolon sayisi=B nin satir sayisi olmali
t g B nin kolon sayisi=C nin satir sayisi olmali
. .
e D nin boyutu=A nin satir sayisi x C nin kolon sayisidir.
2141110 2|-2
Azu-l-112 |31 Buaxo- 110 Coys- 1)-3/2|4]|-1
4|1 =1 lol2]1]2
21 5|-1| 2 —_—t
3 2
2 ]-2
1 0
E4X2: | 4
41| [1]-3]2]4]-1
3l2) |20 212/
D=A B C nin FALK semas| 2141 12| -3 6 | -36| 18 45 | -18
> Asu-l-1| 2 1 15| 7 29 |-45| 44 | 67 | -1 |=D 35
2|1 5|-1] 2 11| -1 9 | -33| 20 | 43 | -13

A 3x4§4x2

Not: Burada énce A B hesaplanmis, bulunan yeni matris C ile sagdan carpilarak D bulunmustur. Once B C
hesaplanarak bulunan yeni matris soldan A ile garpilarak ayni D bulunabilirdi. Ancak bu durumun daha gok
islem gerektirecegi agiktir.

Matris carpiminin 6zellikleri

Matrisin k defa toplanmasi matrisin elemanlarinin k tam
4. ka;; kag, ... kag, sayi sabiti ile carpimidir.
ka21 kazz ka2m Genellestirme: Matrisi bir sabit(gergek veya tam sayi)
A+A+... +A =k A = ile garpmak igin tiim elemanlari o sabit ile garpilr.
k defa
ka,; kap, ... kagn,
_ k<A ifadesi, A kare matrisinin kendisiyle k defa
5. A A A— A carpimi anlamindadir( k pozitif tamsay1):
— A=], A2=AA,A*=AAA,
k defa

Carpimda matrislerin yeri degistirilemez. Aritmetikte
ab=ba dir, fakat matrislerde, gok 6zel durumlar harig,
6.AB#ZBA matrisin garpimdaki yeri kesinlikle degistirilemez.

\‘Deéistirilirse, uygunluk kosulu saglanmayabilir,

saglansa bile sonug farkli olur.

Ornekler:

A_{z -1 O}B_ _12 3 c:[l —2} D:[z o} E_{z —} F-
-3 1 2]- = |-2 3|7 |-15 =7|-1 5| —

14 3 8 Gorulduga gibi, A B # B A dir. Sonug matrislerin hem
4 8 boyutlari hem de elemanlari farkhdir!
AB = A=|-4 2 0
— |3 18 -
11 2 6

4 =10 Goruldigu gibi, boyutlar ayni olsa bile, CD # D C dir!
CD= DC =
- |=-7 15 -11 17
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2. DETERMINANT VE MATRISLERLE DORT iSLEM 30
CE = 4 -11 EC = 4 -7 AF = -5 FA =7 {AEtammh,EAtammsm!
- |-7 17 - |-11 17 - 1 -
|Matris|er simetrik olsa dahi CE # E C dir! |
7. ayni boyutlu iki késegen matrisin garpimda yerleri degistirilebilir.
a; b11 allbll
A= ay, B= b22 AB=BA= a22b22
ann bnn annbnn
8. Birim matris ile garpim
LA=AL=A
1 L 3 16 4 1 I,B=B
=] 1 |2:|: } A=-2 7 4 B=-13 B I;= tanimsiz!
1 1 _
1 2 15 2 1 B L,=B
I, B= tanimsiz!
9. iki licgen matrisin carpimi
|iki alt tiggenin garpimi bir alt Gggendir. | |iki st Giggenin carpimi bir Ust tGcgendir. |
1 0 O|[1 0 O 100 1 -2 4{|1 1 -1 1 -3 5
-2 30|12 2 0Of=|2 6 0, |O 3 1|0 2 -1|= 6 -2
14 1 1|-1 -1 1 4 1 1 0O 0 1|0 0 1 0O 0 1
(1 0 of1 1 -1 1 1 -1 11 -11 0O -5 2 -1
-2 30 -1|=|-2 4 -1|,|0 2 -1|-2 3 0|=|-8 5 -1
14 1 1j0 0 1 4 6 -4, |00 1|4 11 4 1 1
_
Bir alt ve bir (st Gigenin carpimi dolu bir matristir. Bir Ust ve bir alt Gggenin ¢arpimi dolu bir matristir.
10. iki vektériin carpimi
2 2 4 6 2
-11 2 3=[-1 -2 -3|, 1 2 3 -1|=-6
-2 -2 -4 -6 -2
Kolon vektord ile satir vektoriinin Satir vektorl ile kolon vektdriiniin garpimi
garpimi bir matristir. bir sayidir.
Genellestirme:
x=Pg % %) oyl v o volicin
(XX XXy XX AT AZEEE AN
X, X, X, X e XX
z(TX: 2™ 27%2 2 ’ XTX: y2.y1 y2.y2 . yzlyn z(z(tanlmSIZ!
|
(XX XpXp e XX Yo¥i VoY oo YaYal yytanimsiz:
- q xy tanimsiz!
XY XY, e XYy YiXpo YiXp o o YiX 2y
|
XTXZ XY XY, o XY, ' XTL(: Yo X Yo X, o Yo X, p(tanlmsm.
_Xnyl Xny2 Xnyn ynxl ynXZ ynxn_
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2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM

X y . ) ) ) XX tanimsiz!
1 1 X X=X + X, +...+ X |
X = = yy tanimsiz!
x=| 2|, y=| ”? Y Y=Y Yt Yl .
= 2 ) z 2 2 Xy tanimsiz!
T — T = -
X, Y, X Y=Y X=XY XY, Tt XY, yx tanimsiz!
11. Késegen matrisin bir matris ile garpimi
d 11 a'11 aZl e a1m dll a'11 dll a'12 e dll a'lm
d 22 a'21 a'22 e a2m - d 22 a21 d 22 a'22 " d 22 a2m
Cok az carpim gerektirir, sifir
L d””— 8 &y e @ d””anl d””a”2 d””a”m sayilari ile carpim yapilmaz.
all a21 e alm d 11 d 11 all d 22 a12 e d nn alm
a'21 a22 a‘2m d 22 — d lla21 d 22 a22 e d nn a'2m
_anl anz a'nm__ dnn dllanl d22an2 dnnanm

12. Iki simetrik matrisin carpimi simetrik degildir.

A=AT=_1 2
= T2 3PN
B:BT:'—l 4
N

AB = 7 14 Simetrik degil! |
- 110 23

31

13. Matrisin izi: Anxn kare matrisinin kdésegen elemanlarinin toplamina matrisin izi denir, iz
A ile gosterilir: iz A=aj1+ax+...+8m. Anxm Bmxn? Bmxn Anxm 0lmasina ragmen her iki garpimin

izi aynidir:
1 2 0O 9 1
2 1 -3 -8 15
A= B=|-1 5 AB = BA=|-7 19 13
-1 4 2 1 14
3 -2 8 -5 -13

izAB=-8+14=6, izBA =0+19-13=6

14. A B # B A olmasina ragmen, asagidaki baginti gecerlidir (A ve B kare matris):

det (A B)=det (B A)=det A det B

SERE SRR

det (A B)=-87-19=-65, det B A=-87-19=-65, det A=23-1'1=5, det B=-3'3-2'2=-13

det (A B)= det (B A) = det A det B=-513=-65
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2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM 32

15. det (A £ B) # det A + det B dir. Bir Ustteki matrislerden:

I IS I PSS-S

det (A+B)=-16-1'1=-7 # det A + det B=23-(-1)(-1)+(-3)'3-2:2=-8

16. Sifirdan farkli A # 0 ve B # 0 gibi iki matrisin carpimi sifir matris olabilir.
2 4
- . - 00
S|t 24 =|3 | matrisleriicin AB= =0 dir.
- |-2 3 -5 - 1 2 0 =
Fakat, ne A nede B sifirdir?

AB=0
A B=A C Bu 6zellik nedeniyle soldaki ifadelerde A matrisi, 6zel
- - = durumlar disinda, kisaltilamaz.

_ Ozel durumlar: det A#0 ise veya A matrisinin
A (§+g) _Q kolonlari dogrusal bagimsiz ise kisaltma yapilabilir.
A (E-Q) =A (Q+E) Ters matris hesabi sonrasi bu konuya donulecektir.

17. i. satin j. satiri ile degistirilmis birim matris bir A matrisi ile soldan garpilirsa A nin i.
satiri ile j. satin yer degistirir, sagdan carpilirsa i. Kolonu ile j. Kolonu yer degistirir.

1 001 2 -3] [1 2 -3]
_ 2. satiri ile 3. satiri degistirilmis birim
00110 11=|2 2 0 matrisin soldan carpildigi matrisin de
0102 2 o0 10 1 \|ayn| nolu satirlari yer degistirmis.
‘1 2 -31 0 0_ ‘1 -3 2‘ 2. satiri ile 3. satiri degistirilmis birim
matrisin sagdan carpildigi matrisin de
10 11/0 0 1/=/1 1 O iaym nolu kolonlari yer degistirmis.
22 0J0 10| |2 0 2

18. Bolinmis matrislerin garpimi

BlUylk matrislerin carpimi igin matrisler bélinmek zorunda kalinabilir. A ve B matrisleri
carpilarak C=A B hesaplanacaksa, A ve B dlisey ve yatay dogrularla alt matrislere bolunur:

« A nin satirdaki alt matris sayisi B nin kolondaki alt matris sayisina esit olmali (uygunluk
kosulu).

« A nin alt matrisleri ile B nin alt matrisleri uygunluk kosulunu saglamali.

au by, by,
a; ", 3 Ty,

| 4 {715 a a a B=|Dax Dy
A=la, @, 8, &, a,|=_+ % =¥
LA, 21 22 23 24 725

: | 8y 8y Ay -
Aar Az | 8y Ay 3a35J A Q4 Q3| |G G ABz C
w Ay @y gl (S Gl

Matrisler amaca uygun ve
carpim uygunluk kosulunu
saglayacak sekilde alt
matrislere bolundr.

Ke)
[
SU
=)
w
o
IS

=11 l212

N
w
N
N

C11=3a11b11+a12b71+a13b3y
b Boliinmiis matrislerin alt Cip=aii1bir+ainbr+aisbs;

31 Ma3 matrisleri carpilarak sonug -
matrisin alt matrisleri hesaplanir €21 Q21Q11+§22Q21+§23Q31
C22=a21D12+@2:025+a23b3:

lvy)
Il

=21 922

[N
@
o T T
N
R
1
1T 1T 1T

N
EN

o T O T
~
[y
o T O
N
)
oo O O
~
w

o
@
o
ol
>
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2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM 33

‘ 3
A=|-5 2 4 |=|3n §12}
- S5 3 821 82

[911 912} {911} Ci1=ai1bi1+aobo

1 2 _ > 3y 8y Cor| = 7 QZI=Q21Q11+Q22Q21
b
B=|-3 4 —{g”
2 1| B Y,

Alt matrislerin carpimi:

911911{—35 gﬂ—ls ﬂ{-il 62}
N
aaa=lz - 2=bs -2

2, =[3l[2 1=[6 3

Cy

19. Diyagonal elemanlar alt matris olan iki matrisin carpiimasiyla bulunan yeni matrisin de
diyagonal elemanlari alt matris olur.

a,1 010 byi 010 ab, i 0 1 0
A= 0}a,, 0| B=[{0 b, 0| ,AB=| 0 jab, O
-kt ———F—-—-F-=1 | -—=—- === t-———=
Q } Q }§33 Q } Q 1933 Q } Q }§33933
Ornek
1 2| 0 10 ] ‘ - -1 -1 o0 1 0]
I I 1 3 0 1 0 I I
2 _4} } | | 6 14} }
—————= Fo——— o - -1 —2} } 777777 - ==
N R e Fo——————— = - '3 3 6!
| | 13 -1 -1 | |
0 i-11 210 | | 0 12 -2 =310
A= | | ,B=| 0 111 210|, AB= | |
=1 2 31 | | 15 =3 -4
e Lo 2T TR l2 =2 =31 | |- Al -
| 23 R P | 7
o | 0o 42 | | o | o 110
| | o | 0o i1 | |
| ! '3 3] - - L 1 1 9]

Ters matris

Ters matris kavrami aritmetikteki bolme isleminin karsihdidir. Ancak, matris islemlerinde
higbir zaman bdlme isleminden bahsedilmez. Aritmetikte bir az0 gercek sayisinin tersi

alzaa—l =1 ile tanimlanir. aa™ =1 ifadesinin matris islemlerinde karsihgi
a

AAl=] (2.11)

seklindedir. Burada A matrisi A matrisinin tersi, I birim matristir. Matris kendine ait ters
matrisi ile garpildiginda birim matris bulunur. Bilindigi gibi bir sayinin tersinin olmasi igin o
sayl sifirdan farkh olmahdir. Benzer sekilde, bir matrisin tersinin olmasi icin o matrisin
determinanti sifirdan farkh olmahdir. Bu nedenle ters matris sadece determinanti sifirdan
farkh (dizenli) kare matrisler igin tanimhdir.

Verilmis bir A.x, matrisinin tersinin hesabi icin farkli ydntemler vardir. Burada 2x2 boyutlu
matris igin basit bir formll ve ve nxn matris igin adjoint(ek) matris yontemi agiklanacaktir.
Bu yoOntemin sadece teorik ©onemi vardir, bilgisayar programlar icin hic uygun
degildir(uygulamada kullanilan yontemler icin bak: Bélim 8).
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2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM 34
1. A nin ana diyagonal elemanlarinin yerini degistir.
2x2 boyutlu matrisin tersi icin formiil: 2. Tali diyagonalin isaretlerini degistir.
3. Det A yiI hesapla
4. Her elemani det A ya bol.
_ a -
:{all a12:|, A= ! |: 2 %o , det A=a;a,-a,a,#0 (2.12)
a, ay detA —ay a,
Ornek:
2 - 1 1 -7 3 35 -15
A: , AT=z— — — =
4 -7 20-7)-4-3)|-4 2 2 -1
Adjoint matris yontemi: Bu yonteme gore A.x, matrisinin tersi
a_ adjA detA 20 (2.13)
- detA -
formdald ile hesaplanir. Kofaktér ve Adjoint matrisin tanimi sayfa 19 da verilmisti.
Ornek:
1 1 -3
A=|1 0 1|, A'=?
-1 2 1
SARRUS kuralina gore, det A= 1'00'1+11(-1)+12(-3)-(-3)0(-1)-1'1'1-1'2'1=-10, det A=#0
oldugundan matrisin tersi vardir.
_ Kofaktorler matrisi
0 1 B 1 1 1 0
2 1 -1 1 |[|-1 2 2t > _o0 -7 1
1 - 1 - 1 1 . T
K= - - =-7 -2 -3|, AdjA=K =|-2 -2 -4
St Pl P Wl [ [ 2 -3 -1
1 - _ 1 - 1 1
| 0O 1 1 1 10 |
1 -2 -7 1 02 07 -01
Ters matris At=——|-2 -2 -4|=| 02 02 04
2 -3 -1 -02 03 01

A A'=A"A=] oldugu kontrol edilebilir.

Ters matrisin ozellikleri

1. AA'=A"A=]
2. (A=A
3. (AN =AY (Not: (A™)" ifadesi bazen basitce A seklinde de yazilir)
4. A=A ise (A=A
5.(ABC..MN)'=N" M .. C'B'A™
6. (kA)_l =%A_ (k#0 olmak tizere herhangi bir sabit say!)
7. detA™ 1
detA

8. 2x2 matris icin formdal:

A= A, , Al = 1 | ax
I K= P P B detA| -

a'21

—a;
Ay

} , detA=a,a,,—-a,a, #0 olmal
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2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM

di# 0 olmali.
1 z

35

9. Késegen matrisin tersi:

nn

10. Kdsegen elemanlan kare alt matris olan kdsegen matrisin tersi alt matrislerin tersi
alinarak ayni kdsegene yazilmasiyla hesaplanir:

g‘ll

ay,

det a;#z 0 olmali.

8

11. Alt Uggen matrisin tersi gene bir alt Gggen, Ust Uggen matrisin tersi gene bir Ust
Ucgendir. Ornek:
Noktadan sonra sadece lg

-3 - 0333 hane verilmis, tGglincl

-1 4 N - Q083 025 hane yuvarlatiimistir.
L= , =
- 2 -2 6 - Q083 Q083 167

1 -15 28 -0021 -0021 -104 @25

-3 -1 2 1 - 0333 -0083 Q083 -Q021
U= 4 -2 -1 U= 025 Q083 - Q021
= 6 5| — Q67 -0L04

8 125

12. Bant matrislerin tersi tamamen doludur. Ornek:

17-1y147214 4 [ 217 | 172 | -611} -127| -176| 102 | -362 | 455]
———te— B s et et S e I ————— fm———— e ———— g ————— tm——— tm———— F—_———
11272} 2,;-1, P 4321 296 | 136! -25! O ! 37 | -25 | 37
intuks ddtts Skt et —oF-——t-—=t-—-= | ==—— | i (et hnliuiatuis Subatututed T——=== T———== r———-
-110i 1P 21-201 1 i 484 1 76 | 561 332 | 529 | -233! 38 ! -292
Dby Eni i B s s e e I Bt e Sy iy A H ey Ml B
| or1r1i-3r00-11 3 4 5| -1341 48 1 -86 1 -2291 -3531 168 | 300 ! -126
A— I e Bt Rty It il Rl Bt A =10 T |————— ‘L ***** } ***** J‘ ***** 4‘ ***** *‘ ***** ‘L ***** ‘L****
I =11 -1+ 3+ 1011 54 13 + 68 1« 28 | 176 « 46 1 264 : -307
e T >t -k s I v P ey TEsT 1T oEa 1o TS " 2an
b1 11202010+ 109 | 26 | 135 | 57 | 353 | 92 | -473| 386
e e e e (i S ———— — e 4 — 4o e — [

| b 1210,;3;3 115! -68 | 182 20 | -412| 264 | 138 | 87

B s At B e et e e I === ————— - qm————p———— t+————— -

L 0 11137 3] | 78 | 59 | 137 | -39 | 294 | -294} 20 | 118 |

13. Kisaltma: matris bagintilarinda kisaltma islemi belli kosullar saglanmadikca yapilamaz!
« det A#0 ise, her iki taraf A ile soldan carpilir ve A" A=I oldudu hatirlanirsa, asagidaki
ifadelerde A matrisi kisaltilabilir:

AB=0 > ATAB=AT0 > B=0
AB=AC > ATAB=ATAC > B=C

A (B+C)=0 > A’A(B+C)= A0 > B+C=0

A (B-C)=A (D+E)> A" A (B-C)= A"'A (D+E) > B-C= D+E
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2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM 36

matrisinin  kolonlar dodgrusal bagimsiz ise, yani rank=m ise,

Al A, matrisi mxm boyutlu dizenli bir matris olur, yani F - =(Al A, )"

tanimlidir, det F#£0 dir. Bu nedenle asagidaki ifadeler yazilabilir:

Anxm Bmxs=0 = (Anxm)T Anxm mes=£Anxm)T 0 2 Bns=0

F matrisi, det F# 0, F!

var. Dolayisiyla bu

matris kisaltilabilir. F matrisi, det F # 0, F* var.
Dolayisiyla bu matris
kisaltilabilir.

|Sonug mxs boyutlu bir matris olur |

Anxm (mes'gmxs) = (ans'*'ﬁnxs) > (Anxm)TAnxn:] (mes'gmxs) = (Anxm)T(ans"'Enxs) 9mes'gmxs: (Anxm )T(ans"'ﬁnxs)

det A =0 durumunda A B=A C ifadesinde A kisaltilamaz:

1 -2 2 1 4 2 3 2 6 7 6 10
=3 1 -2|, B=|-6 5 -9|,C=|2 -3 7| matrisleriicgin AB=AC=|3 5 7| dir.
17 17 27

5 -3 2 -3 6 -5 4 -1 9

Burada A kisaltilarak B=C dir denilemez, neden? ClUnkl acikca goruldiga gibi BzC dir.
det A=0 dir, yani A yoktur. A yi kisaltmamiz sifira bélme yapti§imiz anlamina gelir.

B= C A ifadesinde, det A#0 olsa dahi, A kisaltilamaz, ¢link:
"AB=A"CA>B=A"'CA veya ABA'=CA'>ABA'= Cdir
B= C A D ifadesinde, det A#0 olsa dahi, A kisaltilamaz, ¢linkdi:
TAB=A'CAD > B=A'CADdir

A kare matris ve r, s kolon matrisleri olsun:

T Burada r vektdrlerinden hig
rr biri kisaltilamaz! a sabit bir

sayidir.

T Buradanesnede As
r As |kisaltilabilir! a sabit bir
——— < sayidir.

matristir.

T Burada r vektorlerinden
rr hig biri kisaltilamaz! a bir

Matris esitliginde, yukarida aciklanan kosullar saglanmadikga, keyfi kisaltma
yapllamayacadi gibi esitligin solu ve sagi keyfi bir matris ile de carpilamaz. Aksi halde
esitlik bozulur. Esitligin her iki tarafi sadece ve sadece carpildiktan sonra, gerekirse,
kisaltilabilen bir matris ile carpilabilir. Ornegdin, determinanti sifirdan farkli herhangi bir

matris ile veya kolonlari dogrusal bagimsiz bir matris ile garpilabilir.

36
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2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM 37

Ortogonal matris

1) A, kare matrisi kendi transpozu ile soldan veya sagdan carpildiginda birim matris
olusuyorsa Ay, ortogonaldir denir:

T _ T _ - o TN R :
A = A Ay, =1 . Ters matris tanimi AA~ = A A=1 ile karsilastirilirsa

—nNXn=—nxn

matrisinin transpozunun ayni zamanda A nin tersi oldugu anlasilir: A™*=A' . Ornek :

Znxn *

A ortogonal!

Cosa Sna O Cosa —-Sna 0| Cosa Sna O 1 Cosa -Sna O
A=|-Sna Cosa 0| - AA=|Sna Cosa O0|-Sna Cosa 0|=| 1 -~ A=A"=|Sna Cosa O
0 0 1 0 0 1 0 0 1 1 0 0 1

2) A.xm dikdortgen matrisi kendi transpozu ile soldan garpildiginda birim matris olusuyorsa
Am ortogonaldir denir: AT A =1. Ornek:

Cosa 0 Cosa 0 Cos?a SinaCosa 0 0
Sina 0 10 Sina 0 |[Cosa Sina 0 0 i in?
A= L ATA= = AAT = . _ SinaCosa Sin“a 0 0
- 0 Cosa - - [0 1] ~ - 0 Cosa 0 0 Cosa Sina 0 0 Cos’a SinaCosa
0 Sina 0 Sina 0 0 SinaCosa  Sin’a

Dikkat: A,.xm dikdortgen ortogonal matrisinin tersi tanimh olmadigi gibi AT A £ZA AT

—NXm —nxm — NnXm —nxm
dir.

Matrislerin analitik tiirev ve integrali

Nimerik analizde, nadiren de olsa, analitik tiirev ve integral almak gerekir. Ozet bilgiler
asadida verilmistir.

Analitik tiirev

Elemanlar bir x dediskeninin fonksiyonu olan matrisin x e gore tlrevi her elemanin tirevi
alinarak bulunur:

A:[a1 a, .. an]a?j—f:%[ai a, an]:[c(l;‘(41 % djx”}

o,
h a | | dx
sl dA_dla| |
- Todx dx dx
a, a, dé\n
| dx |

(day, da,  da, ]

a; &, - Ay &, 8, - Yy ax dx ax

Al B o B | dA_d|@ ap o A |_ day, da,  da,,

- Tk dx| .. dx - dx dx

a, 4, - a, ay, a, .. a dainl dein2 da{nm

L dx  dx T dx

1 Bazi kaynaklar “ortogonal” yerine “ortonormal” olarak adlandirmaktadir, standart bir kavram yoktur.

Ahmet TOPCU, Bilgisayar Destekli Niimerik Analiz, Eskisehir Osmangazi Universitesi, 2014, http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu/ 37




2. DETERMINANT VE MATRiSLERLE DORT iSLEM 38

Ornek: Asagidaki A matrisinde a ve b sabit gercek sayilar, x degiskendir. A nin x e gore 1.
ve 2. tarevi?

{ 1 Sn?(x) ZaXT dA

0 Sn(2x) 6ax® 2 0 2Cos(2x) 12ax
“==|p d’A_| b
dx | — 5 2| dx? |-— 0 4e*
X

Ornek: Asagidaki A matrisinde a ve b sabit sayilar, x ve y dediskendir. A nin x e ve y ye
gore 1. tlrevi?

\ >

2
_ 1 ySn®(x) 2ayx®| QA _ t? ySin@2x)  6ayx 9A _ 0 Sn?(x) 6ax?
by?Log(x) 5xy ye* dx ?y Sy 2ye”™ | dy |2byLog(x)  5x e

¢ bir sabit, A ve B matrislerinin terimleri x in fonksiyonu olmak lzere asagidaki bagdintilar
gecerlidir:

dA

—cA c—

(cA) = >
_(A B)_d_A+E
dx dx
_(__)_d_AB+EA
dx dx

Tiirev vektorii:

X1, X2, .., Xp bilinmeyenlerinden olusan kolon vektéri 2<=[xl X, xn]ToIsun. X
vektérinin 9. 0 0 lsmi tirev operatérlerinin vektdriine tirev vektéri veya tiirev
ox, ox,  ox,
operatori veya diferansiyel operator denir:
0]
0%,
, |0
&_ 0X,
0
| 0X, |

Vektoriin vektore gore tiirevi

a) 1(=[)<1 X, e xn]T kolon vektori ve elamanlari Xg,..., X, bilinmeyenlerinin fonksiyonu

olan y=[yl Y, .. ym]TkoIon vektdrd verilmis olsun. y vektdérinin X vektoriine gore

tlrevini almak isteyelim:

P
0X, A

1) 0 y = 6?( Y. | turevi yoktur, ¢cinki bu iki vektdérin matris garpimi tanimsizdir!
o0x — 2 .
o |[Ynm
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0 A A 7 I - R B
0%, 0x, 0%, 0%, 0%, 0% ox [y,
z)aT_i[ ]_%%,%_ii 0 |y,
axY T|0x Y1 Y Yml=| 0x, 0x, ox, |=| 0x, 0X, 0x,
9 o o W |0 0 " 0|y
| 0%, | ox,  0x, ox, | |0x, ox,  0x, |
Bu matrise Jacobian denir Diferansiyel operator
ve genellikle J ile gOsterilir. matrisi
Ornek:
Y; 3X,X2
w=| y=| Y2 | = x3Sn(x;) |, ynin Xxvektérine gére tirevi?
s Xl ) J y3 exl +X2 =
Y., 3)
0 3x,%;
1) 0 _|dx || XSn(X;) |tanimsiz!
FX_ 0 X1
X O || eh+x,
0X, 5
0
vl 2 2%
2) if: 03(1 [3x1x§ xSn(x,) e* +x, 5]: e Snk) 2¢O
0X 9 6x,x, xCos(x,) 1 O
0X,
b)z(:[x1 X, xn]T kolon vektorindn xg,..., X, bilinmeyenlerine gore tirevi:
_i_
0%, [ x
1) o ‘= 9 X, | tanimsizdir!
ax” 0X,
3 | X
| 0%, |
_ _ _ Jacobian=birim matris
0 oo ox,
0%, ox, 0x, 0%, 10 0
2) 9 . |2 9% % %) g1 0
07;(5 =| 0%, [x % X,]= ox, 0X, 0%, |7 .
| 0X,, | | 0%, 0X, X,

c) Birbirinin fonksiyonu olmayan z(:[x1 X,

verilmis olsun

0

ax,

1) 5 B i
&X- 0X,

d

Ahmet TOPCU, Bil

x| ve y=[y, v, y,.] kolon vektdrleri

Y1
y, | tanimsizdir!

Ym
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_ _ _ _ Pacobian=sifir matris. Ginkd Y nin elemanlari
i % % % X in elemanlarindan ba“lms;dlr
Ox, ax,  dx,  ox = i '
9 dy, Oy oy
2) 0 | = 2 22 Dm |
)&XT =| 0x, [y. ¥2 - Val= ox, 0X, ax, |=0
| 0X, | |ox, ox,  Ox, |

3) Benzer sekilde:

0x

ZZ tanimsiz!
oy
N
'
ay -

d) Sikca karsilasilabilecek matris tirev formdilleri asagida verilmistir. x ve y kolon vektord,
A sabit gergek sayilar igeren bir matristir. x ve 'y birbirinden bagimsizdir. Matris

carpimlarinin tanimh oldugu varsayilmistir:

9
0%,
0
L ax, il(T =1 iXT =0 iXTXZZX iL<Ty=y ing<=g<
0X 2 0Xx ay 0X ox = = oy~
9
| 0X, |
i,,:AT il(TA:A il(TAT :AT
ox ox ox
d Az AT, yani A 9 — T vani
&XTAXZAZ‘" A" x giiwgtri}l(ageléildir! &XTAXZZAX ?imeAtrithei]:l!lA
2 2
O X Ax=A+ AT 0 X" Ax=2A
0X ax
T _ 0 1 _ AT 0 1 _ AT
—X Ay=Ay — Y AX=A'Yy —X Ay=Ay
= oxX~= = ag = =
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Ozel uygulama: Sonlu elemanlar metodunda bir sistemin toplam potansiyeli

m= %fﬂ -x'b

T
ile verilir. Burada X yer degistirme kolon vektérii, Ddis yiik kolon vektori, A = A~ sistem rijitlik matrisi, 71

toplam potansiyelidir. A, Qsabit sayllardan olusur ve bilinir, X hesaplanmak istenir. Sistemin denge

konumunda 71 minimumdur. 71 degeri X in fonksiyonudur. Sistemin denge konumunda aj = (0 olmaldir:

0x
o _19 i ax-2 x"b=12ax-b=0
ax 290 0x 2
Ax=Db

bulunur. Bu baginti sistemin denge kosuludur ve dogrusal bir denklem sistemidir. Denklem sistemi ¢ézllerek X
bilinmeyen yer dedistirme vektoria hesaplanir.

Analitik integral

Bir matrisin tek veya gok katli integrali, her elemanin integrali alinarak bulunur, érnekler:

A:[al a, .. an]_>.[Adx:J'[a1 a, .. an]dx:Ualdx Jazdx Iande

a, a, jaldx a, ”aldxdy
A= a, . IAdXZJ a, dx = Jazldx ' ”A dx dy:” a, dx dy = ”a21dxdy
a, a, .[a.ndx a, ”an.dxdy
a,, a, .. a, a,, a, .. a,, Ialldx Ialzdx Iamdx
A= - JAdXZJ A, Ay, .. 8y, dx = Ia21dx J'azzdx JaZmdx
a, ap ar.]m alnl A, ... Ay J'ar;ldx J'anlzdx J'an.mdx

Ozel uygulama: Sonlu elemanlar metodu i¢ kuvvetlerin isinin hesabinda karsilasilan bir integral:
_ T _ 1 +
w, =[x Adx =2 x"Ax

Burada A simetriktir ve sabit terimli, yani A=A" dir.

Matris carpiminin integrali
j” A" BAdxdy dz

tipinde integraller ile teoride karsilagilir. A nin elemanlar x, y ve z nin fonksiyonu, B ise

gercek sayilardan olusur. A'BA matris carpimi yapilmadan integral alinamaz. Once, carpim
yapilarak, D = A" BA matrisi, sonra ”J._Ddxdydz integrali hesaplanir.

D matrisinin elemanlarn genelde gok karmasik fonksiyonlar igerir, bu durumda analitik
integrasyon yerine nimerik integrasyon metotlar kullanilir.
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