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37. BIR FONKSIYONUN MINUMUM-MAKSIMUM DEGERLERININ
BELIRLENMESI

Tek veya ok dediskenli bir fonksiyonun, godu kez bazi ek @ “_y ®
kosullari da saglayan, minimum veya maksimum dederinin |
aranmasi problemine  optimizasyon(en iyileme) adi e

|
|
verilmektedir. Orneklersek: Min z=f(x,y)=x’+y problemi ek ‘ %-,'/f(X) 2 i
kosulsuz; x>0 olmak kaydiyla Min z=f(x,y)=x2+y problemi vil % - xg et/ Xa -
ise ek kosullu minimazasyon problemidir. TN T
- o o ) - 4 ay /1 BE o
Bu bdélimde minimizasyon teknikleri hakkinda Ozet bilgiler i Yo A YV

verilecektir.

Sagda tek degiskenli bir y=f(x) fonksiyonun grafigi [a,b]
araliginda verilmistir. Goruldiga gibi, fonksiyon [a,b]
arahdinin bazi noktalarinda bilyiik, bazilarinda kliglik degerler
almaktadir; tepe(maksimum) ve vadi(minimum) noktalan
vardir. Xi;, Xz, X, noktalarinda ordinatlar vyi, vy, .., Va
dederlerini almistir, yani y;=f(xy), y>=f(x3), ... , yn=f(x,) dir.
Yi, Y2, ..., Yn dederleri hemen solundaki ve hemen sagindaki
ordinatlardan daha kiguktir. Bu nedenle vyi, Yz, .., Ya
ordinatlari fonksiyonun [a,b] aralidindaki minimumlaridir.
Minimumlardan en kulglgune global minimum, digerlerine
lokal minimum denir. Sekildeki fonksiyonun X, noktasindaki
y» dederi global minimum, digerleri lokal minimumdur.

Saddaki iki degiskenli z=f(x,y) ylzeyinin grafigine
bakildiginda f(x,y) ylzeyinin ¢ok sayida minimum ve
maksimum noktasi oldugu gorulir.

Bir degiskenli f(x), iki degiskenli f(x,y), ya da daha genel olarak, cok degiskenli f(x, vy, z, v,
...) fonksiyonunun belli bir bdlgesinde minimum dederinin hesaplanmasi teknik ve
endistriyel problemlerde gerekli olur. Klasik matematikte verilen yéntemler ¢ok degiskenli
genel fonksiyonlarin minimum dederinin belirlenmesinde godu kez yetersiz kalir, nimerik
metotlar ¢ézim igin kullanihr.

Min-Max ve optimizasyon konusundaki ydéntem ve programlar hakkinda genis bilgi igin
http://www.fing.edu.uy/if/cursos/fiscomp/extras/numrec/book/f10.pdf adresine bakilabilir.
Izleyen sayfalarda minimum-maksimum bulma problemlerine yénelik bazi programlara ve
Ornek ¢6zimlere yer verilmistir. Bu programlar fonksiyonun analitik tlrevine gerek
duymazlar.

1. GoldenRatioSearch': tek degiskenli f(x) fonksiyonunun [a,b] aralifindaki minimum
noktalarini ve minimum dederlerini Fibonacci golden ratio search metodu ile hesaplar.

2. Brent?: tek degiskenli f(x) fonksiyonunun [a,b] araliindaki minimum noktalarini ve
minimum dederlerini Brent metodu ile hesaplar.

3.NelderMead®: n degiskenli f(x,y,z,v, ..) fonksiyonunun minimum oldugu noktanin
koordinatlarini ve minimum dederini Nelder-Mead simplex(dogrusal programlama) adi
verilen metod ile hesaplar. Minimum dederin arandidi bolgeyi tanimlayan n+1 noktanin
baslangic koordinatlarinin verilmesi gerekir. Baslangig koordinatlarina baglh olarak
hesaplanan deder lokal veya global minimum olabilir, global minimum olacagi garantisi
yoktur. NelderMead, dogal olarak, tek degiskenli f(x) fonksiyonu icin de kullanilabilir.

4.SteepestDescent: f(x,y,z) fonksiyonunun maksimum oldugu noktanin koordinatlarini ve
maksimum dederini Steepest Descent metodu ile hesaplar. Maksimum dederin arandigi
civarda x, y, z dediskenleri icin baslangic dederlerinin verilmesi gerekir. Baslangic
dederlerine bagh olarak hesaplanan deder lokal veya global maksimum olabilir, global

! Teorik bilgi igin bak: http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/GoldenRatioSearchMod.html

2 Richard Brent, Avusturalyali, (1946- ), tarafindan 1973 yilinda yayinlandi.

3 Teorik bilgi igin bak: http://math.fullerton.edu/mathews/n2003/NelderMeadMod.html. Nelder-Mead optimizasyon metodu John
Ashworth NELDER, ingiliz(1924-2010) ve Roger MEAD tarafindan 1965 yilinda gelistirildi.
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maksimum olacadi garantisi yoktur. SteepestDescent tek dediskenli f(x) veya iki dediskenli
f(x,y) fonksiyonu igin de kullanilabilir.

GoldenRatioSearch programi ve ornekleri:
—4xX(x-2)
(x> +1)(x-2) b o
degiskenli fonksiyonunun [-3,3] araliginda bir -3 -1 -1 113
minimum dederi oldugu go6rilmektedir. Bu aralikta -1 H,
baska minimum olmadigindan global minimumdur. '

Program x=1 noktasinda f(1)=-2 global minimum A
deder olarak hesaplamistir.

1. Sagda grafigi verilen y=f(x)= tek 1

Min

GoldenRatioSearch sont

e -|o| x|
[-3 . 3 1 aralijinda minimum deferler<GoldenRatioSearch?:
x= 1 .A00R0RAA41 8607 fxd=-2 Global Minimum

2. Sadda grafigi verilen y=f(x)=-x*+4x-1+3 tek 1{ Min

degdiskenli fonksiyonunun [-6,6] aralhidinda bir
minimum dederi oldugu goérilmektedir. Bu aralikta A N g
baska minimum olmadidindan global minimumdur. -§ -4 -2 T A6

Program x=1 noktasinda f(1)=2 global minimum deder '
olarak hesaplamistir. -10f

GoldenRatioSearch sont

; LUSYd  LUZEN auiunun CRIE DIGHN Ardiidr 1doin PRI

Iﬁ =R

[-6 . 6 1 araliginda minimum degerler(GoldenRatioSearchd:

= 1.00000000781 4 f(x>= 2.000000A1482727 Glohal Minimum

3.y = f(x)=239n(x) + Sn(x®) +\/e>x—2 tek dediskenli n AN [
fonksiyonunun [-3,3] araliginda ¢ok sayida minimum 2t VU
dederi oldugu sadgdaki grafikten gérilmektedir.
Bunlardan biri global, digerleri lokal minimumdur. - : : s : %
Program x=-1.98 noktasinda f(-1.98)=-4.46 global - ' !
minimum deger olarak hesaplamistir. . At

T— global Min
GoldenRatioSearch sont

@ B | REE
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=
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4. En az malzeme ile alti ve Ustl kapali silindir bir kutu imal

edilecektir. Hacminin 1000 cm?3, toplam yizeyinin
(minimum) olmasi ve vyarigapin 4 cm den az 8 cm

olmamasi istenmektedir. Bu kosullari saglayan r ve h var midir?

Toplam ylizey: S=2mw?+2rmrh
Hacim: V = 71 %h
1000

2

2000
r

S=2m?+2mh=2m?*+2m

=2m?+

S=2mr? +M sadece r nin fonksiyonudur. Bu durumda
r

soru suna doénusmdustir: Bu fonksiyonun 4<r<8
araliginda global minimumu var midir? Fonksiyonun
sagdaki grafigi incelendiginde [5,6] araliginda minimum
oldugu gorulur. Aralik icin a=5, b=6 ve r icin x alinarak

S:f(x):2nx2+m fonksiyonunun minimum oldugu
X

yer ve minimum deder program ile hesaplanabilir:

5 » 6 1 aralijinda minimum degerler<GoldenRatioSearchl:
= 5.41926074280856 fix»= 553.581044593209 Global Minimum

en kiguk
den blyuk

315

[FT}

b
>

(=

GoldenRatioSearch sont

[

x=r=5.42 cm de S=f(x)=553.58 cm? global minimum degerini almistir. h yiiksekligi:

V = 771°h=1000 - h:&OZ: 1084 cm bulunur.
r[b42

' f(x) fonksiyonunun [a,b] araliindaki minimum dederlerini bulur
' Ahmet TOPGCU, Eskisehir, 2010
' Gagrilan alt program: GoldenRatioSearch
DEFINT I-N
DEFDBL A-H, O-Z
DECLARE SUB GoldenRatioSearch (ai, bi, xMin, yMin, iHata)
Pi = 4 * ATN(1)
' a=-3: b =3: DEF fnf (x)
''a=-6:b=6:DEF fnf (x)

4R K (x-2)/(xN24+1)/(x-2)
X N2 +4*ABS(x-1)+ 3
a = -3: b = 3: DEF fnf (x) = 2 * SIN(X) + SIN(x ™ 3) + SQR(EXP(x)) - 2
a=>5:b=6:DEFfnf(x)=2*Pi*x*x+ 2000/ x
CLS
MaxAltAralik = 100
DIM xi(MaxAltAralik, 2)
iBulundu = 0
Delta = (b - a) / MaxAltAralik
bi =a
FOR iAralik = 1 TO MaxAltAralik
ai = bi
bi = ai + Delta
IF iAralik = MaxAltAralik THEN bi = b
CALL GoldenRatioSearch(ai, bi, xMin, yMin, iHata)
IF iHata = 0 THEN
iBulundu = iBulundu + 1
Xi(iBulundu, 1) = xMin
Xi(iBulundu, 2) = yMin
END IF
NEXT iAralik

Devami va
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IF iBulundu = 0 THEN

END
END IF

' Global minimumu belirle
j = 1: GlobalMin = xi(1, 2)
FOR i = 1 TO iBulundu
IF xi(i, 2) < GlobalMin THEN
j=i

GlobalMin = xi(i, 2)

END IF

NEXT i

PRINT "["; a; ","; b; "] arahidinda minimum dederler(GoldenRatioSearch):"
FOR i =1 TO iBulundu

PRINT "x="; xi(i, 1), "f(x)="; xi(i, 2),

IF i = j THEN PRINT " Global Minimum" ELSE PRINT " Lokal Minimum"
NEXT i

END ' Ana program GoldenRatioSearch sonu

PRINT "["; a; ","; b; "] aralhidinda minimum bulunamadi(GoldenRatioSearch)!":

SUB GoldenRatioSearch (ai, bi, xMin, yMin, iHata)

' Veri:
f(x) : gadiran programda DEF FNf(x)=... ile tanimlanmis olmahdir
ai ve bi: minimum deder aranacak arahgin alt ve st siniri
Cikti:
xMin  : Minimum dederin bulundugu absis
yMin  : xMin noktasinda fonksiyonun degeri
iHata =0 ise Minimum deder bulundu
iHata<>0 ise Minimum bulunamadi
Metot: Fibonacci altin oran arama(Fibonacci golden ratio search)
Fortran kodu: http://netlib.sandia.gov/textbook/mathews/index.html
Kaynak:
NUMERICAL METHODS for Mathematics, Science and Engineering, 2nd Ed,
Prentice Hall, 1992. Section 8.1, Minimization of a Function, Page 413

Epsilon = 1E-08

Maxit = 100

iHata = 0

Rone = (SQR(5)-1)/2
Rtwo = Rone * Rone

a = ai

b = bi

h=b-a

Ya = fnf(a)

Yb = fnf(b)
c=a+ Rtwo *h
d =a+ Rone *h
Yc = fnf(c)

Yd = fnf(d)
k=1

WHILE (ABS(Yb - Ya) > Epsilon OR h > Epsilon) AND k <= Maxit
IF (Yc < Yd) THEN
b=d
Yb = Yd
d=c
Yd = Yc
h=b-a
c=a+ Rtwo *h
Yc = fnf(c)
ELSE
a=c
Ya = Yc
c=d
Yc = Yd
h=b-a
d=a+ Rone *h
Yd = fnf(d)
END IF
k=k+1
WEND
xMin = a
yMin = Ya
IF Yb < Ya THEN
xMin = b
yMin = Yb
END IF
ySol = fnf(xMin - Epsilon)
ySag = fnf(xMin + Epsilon)
IF k > Maxit OR ySol < yMin OR ySag < yMin THEN iHata = k
END SUB ' GoldenRatioSearch

' f(x) fonksiyonunun minimum dedgerlerini bulur e

316

_J GoldenRatioSearch alt programi

I
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Brent programi ve ornekleri:

1. Sagda grafigi verilen y=f(x)=

—4xX(x-2)
(x* +(x-2)

tek

degiskenli fonksiyonunun [-2,2] araliginda minimumu

Brent programi ile hesaplanmistir.

Brentsonuct

B . 1.5 1 araliginda minimum degerler(Brent):
-999999971@858041 fixr=—2

[
he=

GLOBAL MIMIMUM

2. Sagda grafigi verilen y=f(x)=-x>+4x-1+3 tek
degiskenli fonksiyonunun [-6,6] araliinda minimumu

Brent programi ile hesaplanmistir.

Brent sonuct

[-6 . 6 1 araliginda minimum dederler{Brentl:

x= 1.88000801660715

fix)= 2.00000AA212143

317

3.y=f(x)=29n(x) + Sn(x°) +4e* -2  tek
fonksiyonunun [-3,3]

programi ile hesaplanmistir.

Brentsonuct

1 araliginda minimum degerler<BrentJ:
f(x)=—3.88210370712562

2
2

.72989221265248
-41359294800514
-98333863616678
-21457726526441
-662594792259537
.22228774218603
.58495413PA83523
-B6655966881121

54202920688865

-B286423398419
-45988692768917
.38538862162821

i

-27466607807081
-6284A550206607
-67848547982962
-73568867026526

degdiskenli

araligindaki minimumlar Brent

Lokal Minimum
Lokal Minimum
Lokal Minimum
GLOBAL MiNiMUM
Lokal Minimum
Lokal Minimum
Lokal Minimum
Lokal Minimum
Lokal Minimum

1 1 11 11 |. 1 1 1 11 }‘
-3 =1 -1 2 3
_1 )
t Min
|
=)
—~J f Min
-5 -4 -2 S &
=14
GLOBAL MINIMUM
w=Fix]
a N N II
E :::II
2 IR
. . . — %
-3 -2 -1 1 2 3
iy _ £
Il“ e
IR TR ATAY
LY I| / .".
T— global Min
Global Min
o
m
317
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-------------------- Ana program Brent------------=----mommomooooooon
' f(x) fonksiyonunun [a,b] araliindaki minimum dederlerini bulur
' Ahmet TOPCU, Eskisehir, 2010

' Gagrilan alt program: Brent

DEFINT I-N
DEFDBL A-H, O-Z

DECLARE FUNCTION Brent (Ax, Bx, Cx, xMin, iErr)
DECLARE FUNCTION Sign (a, b)

' [a,b] araligi ve f(x) fonksiyonunun tanimlanmasi
''a=0:b=15:DEFfnF(x) =-4*x*(x-2)/(x*x+1)/(x-2)
=-6:b=6:DEFfnF(x) =-x*x+4*ABS(x-1) + 3

CLS
MaxAltAralik = 100
DIM xi(MaxAltAralik, 2)
iBulundu = 0
Delta = (b - a) / MaxAltAralik
Cx =a
FOR iAralik = 1 TO MaxAltAralik
Ax = Cx
Cx = Ax + Delta
IF iAralik = MaxAltAralik THEN Cx = b
Bx = Ax + Delta / 10
yMin = Brent(Ax, Bx, Cx, xMin, iErr)
IF iErr = 0 THEN
iBulundu = iBulundu + 1
Xi(iBulundu, 1) = xMin
Xi(iBulundu, 2) = yMin
END IF
NEXT iAralik

IF iBulundu = 0 THEN

PRINT "["; a; ","; b; "] arahdinda minimum bulunamadi(Brent)!":
END

END IF

' Global minimumu belirle
j = 1: GlobalMin = xi(1, 2)
FOR i = 1 TO iBulundu
IF xi(i, 2) < GlobalMin THEN
j=i

GlobalMin = xi(i, 2)

END IF

NEXT i

PRINT "["; a; ","; b; "] arahdinda minimum dederler(Brent):"
FOR i = 1 TO iBulundu

PRINT "x="; xi(i, 1), "f(x)="; xi(i, 2),

IF i = j THEN PRINT " GLOBAL MINIMUM" ELSE PRINT " Lokal Minimum"
NEXT i

END 'Brent ana sonu

a =_-3: b = 3: DEF fnF (x) = 2 * SIN(x) + SIN(x ~ 3) + SQR(EXP(x)) - 2

_J Brent ana programi
\I

FUNCTION Sign (a, b)
IF b >= 0 THEN Sign = ABS(a) ELSE Sign = -ABS(a)

END FUNCTION 'Sign
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FUNCTION Brent (Ax, Bx, Cx, xMin, iErr) % Brent alt programi
' Findes minimum of a function f(x)

' Given a function f(x), and a bracketing triplet of abscissas
' Ax,Bx,Cx (such that Bx is between AX and CX, and f(Bx) is less
' than both f(Ax) and f(Cx)), this routine isolates the minimum
' to a fractional precision of about TOL using Brent's method.
' The abscissa of the minimum is returned in Xmin, and the minimum
' function value is returned as Brent, the returned function value.
' Fortran code:
' http://jean-pierre.moreau.pagesperso-orange.fr/Fortran/brent_f90.txt
EpsMach = 1E-15: ' machine epsilon
Tol = SQR(EpsMach): ' Tolerance
iTmax = 500: 'Maximum number of iteration
Cgold = .381966: 'Golden Ratio
Zeps = 1E-10: ' instead of zero
iErr = 0: ' error flag

IF Ax < Cx THEN a = Ax ELSE a = Cx
IF Ax > Cx THEN b = Ax ELSE b = Cx

V = Bx
W=V
x =V
E=0
Fx = fnF(x)
Fv = Fx
Fw = Fx

FOR iTer = 1 TO iTmax: 'main loop

Xm =.5%*(a +b)

Toll = Tol * ABS(x) + Zeps

Tol2 = 2 * Toll

' Test for done here, if satisfiyed then exit section

IF ABS(x - Xm) <= (Tol2 - .5 * (b - a)) THEN
xMin = x

Brent = Fx

IF fnF(x - 1E-12) < Fx OR fnF(x + 1E-12) < Fx THEN iErr = 1
EXIT FUNCTION

END IF

IF ABS(E) > Toll THEN 'Construct a trial parabolic fit

R = (x-W)* (Fx - Fv)

Q= (x-V)* (Fx - Fw)

P=(x-V)*Q-(x-W)*R

Q =2 * (Q-R) 'bug corrected 07/24/2006 (0.2 instead of 2)
IFQ>0THENP = -P

Q = ABS(Q)
Etemp = E
E=D

IF ABS(P) > ABS(.5 * Q * Etemp) OR (P <=Q * (a - x)) OR (P >=Q * (b - x)) THEN GOTO 1
' The above conditions determine the acceptability of the
' parabolic fit. Here it is 0.k.:

D=P/Q
U=x+D
IF (U-a < Tol2) OR (b - U < Tol2) THEN D = Sign(Toll, Xm - x)
GOTO 2
END IF
1 IF x >= Xm THEN
E=a-x
ELSE
E=b-x
END IF
D = Cgold * E
2 IF ABS(D) >= Toll THEN [ » ELSE
U=x+D b=U
ELSE END IF
U = x + Sign(Tol1, D) IF Fu <= Fw OR W = x THEN
END IF V=W
| Fv = Fw
Fu = fnF(U) 'This the one function evaluation per iteration W=u
IF Fu <= Fx THEN / Fw = Fu
IF U >= x THEN ELSE
a=x / IF (Fu <= Fv) OR (V = x) OR (V = W) THEN
ELSE V=
b =x | Fv = Fu
END IF END IF
V=W END IF
Fv = Fw END IF
W = x / NEXT iTer
Fw = Fx iErr = 1: ' Brent exceed maximum iterations.'
),éx =UFU END FUNCTION ' end of Brent
ELSE |
IF U < x THEN
a=\uU
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NelderMead programi ve dornekleri:

1. Sagda grafigi verilen z=f(x,y) =x* +y* —4x -y - xy cift
degiskenli fonksiyonunun bir minimum dederi oldugu
gorilmektedir. Fonksiyonu minimum yapan X,y
koordinatlari ve Min Z aranmaktadir.

Nelder-Mead simplex metodu, iterasyona baslayabilmesi
icin, dedisken sayisinin bir fazlasi kadar noktada
dediskenlerin baslangi¢c dederinin verilmesini gerektirir. Bu
ornekte degiskenler x ve y oldugundan dedisken sayisi 2
dir. O halde 3 noktadaki x ve vy baslangic degeri
verilmelidir. Bu noktalar

1.nokta x=2, y=1

2.nokta x=2, y=3

3.nokta x=4, y=3

olarak secilmistir (sekilde A(2,1), B(2,3) ve C(4,3) noktalar). Dedisken sayisi ve baslangig
dederleri

DATA 2:'n
'‘Ba slangi¢ noktalarinin koordinatlari
DATA 2,1
DATA 2,3
DATA 4,3

satirlarinda programa verilmis, z= f(x,y) = x* + y*> —4x—y — xy fonksiyonu Func(P()) adi ile

FUNCTION Func (P())

" minimumu aranan fonksiyonun tanimi
X=P(1):Y =P(2)
Func=X*X+Y*Y-4*X-Y-X*Y

END FUNCTION

tanimlanmistir. P() vektdrid (n+1)xn boyutludur, bu érnekte P(3,2). Fonksiyonun baslangig
dederleri igin aldigi z=f(x,y) ordinatlar

'Ba slangic¢ noktalarinda fonksiyonun aldi g1 de gerleri hesapla
FORi=1TOn+1
PT(1) = P(i, 1)
PT(2) = P(i, 2)
Y(i) = Func(PT())
NEXT i

satirlarinda hesaplanip Y() vektériinde depolanmakta, NelderMead alt programina
aktarilarak minimum noktasi ve dederinin aranmasi

' NelderMead alt programini ca gir, Min de geri ara
CALL NelderMead(P(), Y(), n, iErr)

ile baslatilmaktadir. Programdan alinan sonug: NelderMea: sonuct

Minimum deger{MelderMead):
x= 3.00000261540188 y= 2_00000169016059 noktasinda FOx.yd=—6.99999999999472

Buna go6re x=3, y=2 noktasinda Min z=f(2,3)=-7 minimum degerini almistir.
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2. Kenarlarn a, b, ¢, 6n tarafi acik olan 1000 cm?® hacimli
bir kutu imal edilecektir. Toplam ylzeyinin minimum
olmasi igin a, b ve c ne olmalidir.

Toplam ylizey: S=2ab+ 2bc+ac

c
Hacim: V =abc =1000 - c:@
ab b
S:2ab+2b1000+a1000 a
ab
S=2ab+ 2000+1000
a b

S sadece a ve b nin fonksiyonudur. Sadda verilen grafigi
incelendiginde bir minimumu oldugu goérilir. Degisken
sayisi 2 dir (a ve b), o halde 3 noktada a ve b igin
baslangic dederi verilmelidir. Bu noktalar

1.nokta a=11, b=5 (A noktasi) 490
2.nokta a=11, b=8 (B noktasl) L
3.nokta a=15, b=8 (C noktasi) g5 ]

430
secilebilir. Programa

DATA 2:'n
'‘Ba slangi¢ noktalarinin koordinatlari
DATA 11,5
DATA 11,8
DATA 15,8

satirlan ile verilir. S fonksiyonu

FUNCTION Func (P())

" minimumu aranan fonksiyonun tanimi
x=P@Q):y=P(2)
Func=2*x*y+2000/x+ 1000 /y

END FUNCTION

seklinde yazilir( programin yapisi geredi, S yerine Func, a yerine x, b yerine y yazildigina
dikkat ediniz). Program sonucu:

NelderMeai sonuct

& REE

Minimum deger{MelderMead>:
b= 12.5992132154084 y= 6.29959804709895 noktasinda Fix,y>= 476.220315598636

olur. a=x=12.60 cm, b=y=6.30 cm, Min S=f(x,y)=476.22 cm? olmustur. c kenari

V =abc =1000 - c:% badintisinda a ve b yerine yazilarak bulunur:

o= 1000
12.6C[6.3C
c=1260 cm.
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R e L P T e Ana program NelderMead------------------------—-

' f(x,Y,2,v, ...) gibi cok degiskenli fonksiyonunun minimum oldugu J/‘ NelderMead ana phieig el
' noktanin koordinatlarini, yani x, y, z,v, ... degerlerini ve Bu ana program iki dgskenli

' f(x,¥,2,v, ...) minimum degerini Nelder-Mead motodu ile hesaplar. fGY)= X2 + Y -4X-y-xy

' Nelder-Mead metodunun yaygin kullanilan diger adi amoeba dir. fonksiyonu icin yazilmgtir.

' Hesaplanan minimum lokal veya global olabilir. Glabal minimum

' olacagi garantisi yoktur.

' Ahmet Topgu, Eskisehir, 2010

DEFINT I-N

DEFDBL A-H, O-Z

DECLARE SUB NelderMead (P(), Y(), n, iErr)

DECLARE FUNCTION Func (P())
/J Fonksiyonun dgisken sayisi n=2

DATA 2: 'n ¢

'Baslangig noktalarinin koordinatlari

DATA 2,1

DATA 2,3 t! X, ve y d&iskenlerinin 3 noktadaki B&angi¢ dgerleri

DATA 4,3

cLs -
READ n % Degisken sayisI okunuyor

DIMP(n +1,n), Y(n + 1), PT(n + 1)

' Baslangig koordinatlarini oku
FORi=1TOn+1

FORj=1TOn
NREEXATDJ.P(" ) X, ve y dgiskenlerinin balangic dgerleri okunuyor
NEXT i

' Baslangig noktalarinda fonksiyonun aldigi dederleri hesapla
FORi=1TOn+1

PT(1) = P(i, 1)
PT(2) = P(i, 2)
I\TéQTﬁ Func(PT()) Baslangi¢ dgerleri icin f(x,y) ordinatlari hesaplaniyor

' NelderMead alt programini gagir, Min% . | - -
CALL NelderMead(P(), Y(), n, iErr) Fonksiyonun minimum noktasini veggeini hesaplamak

icin NelderMead alt programi galiyor

IF iErr <> 0 TI_-IEN
PRINT iErr; " Iterasyon sonunda minimum bulunamadi(NelderMead)!"

END
ELSE

' n+1 dederden minimum dederi belirle ™
i=1:yMin =Y(1)

FORj=1TOn + 1
IF Y(j) < yMin THEN i = j: yMin = Y(j)

NEXT j
>’% Sonuglar yazdiriliyor

PRINT "Minimum deder(NelderMead):"
PRINT "x="; P(i, 1); "y="; P(i, 2); " noktasinda "; "f(x,y)="; Y(i)
END IF

_/
END ' Ana program NelderMead sonu

FUNCTION Func (P())

' minimumu aranan fonksiyonun tanimi
X =P(1): Y =P(2)
Func=X*X+Y*Y-4*X-Y-X*Y—

END FUNCTION

fxy)=x* +y -4x-y-xy
fonksiyonunun programda tanimlanmasi

L
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NelderMead alt programi.

Bu alt program geneldir. Herhangi bir n

deziskenli f(x,y,z,v,....
yazilmstir

SUB NelderMead (P(), Y(), n, iErr)
' Multidimensional minimization of the function FUNC(X) where X is

) fonksiyonu igin

an n dimensional vector, by the downhill simplex method of Nelder-Mead. Usially

' used other name: amoeba

' Input:
matrix P(n+1,n) which rows are the starting coordinates

’
vector Y(n+1) whose components must be preinitialized
to the values of FUNC evaluated at the n+1 vertices of P.
n is number of varibels of the function FUNC.

output:
P and Y will have been reset to n+1 new points all within

Ftol of a minimum function value
iErr=0 a minimum found, otherwise not
Fortran kodu: http://jean-pierre.moreau.pagesperso-orange.fr/Fortran/tamoeba_f90.txt

Ftol = 1E-12: ' Required tolerance
iErr = 0: ' error flag

Alpha = 1: Beta = .5: Gamma = 2: itMax = 1000

' Expected maximum number of dimensions, three parameters which define

' the expansions and contractions, and maximum allowed number of iterations

DIM Pr(n), Prr(n), Pbar(n)
Mpts =n + 1
iTer =0
liLo=1
IF Y(1) > Y(2) THEN
iHi =1
iNHi = 2
ELSE
iHi =2
iNHi = 1
END IF
FOR i = 1 TO Mpts
IF Y(i) < Y(iLo) THEN iLo = i
IF Y(i) > Y(iHi) THEN
iNHi = iHi
iHi =i
ELSE
IF Y(i) > Y(iNHi) THEN IF i <> iHi THEN iNHi
END IF
NEXT i

' Compute the fractional range from highest to lowest and return if
» ELSE

' satisfactory.
Rtol = 2 * ABS(Y(iHi) - Y(iLo)) / (ABS(Y(iHi)) + ABS(Y(iL0)))
IFY

IF Rtol < Ftol THEN EXIT SUB
IF iTer = itMax THEN |

iErr = iTer: ' maximum iterations exceeded
ot 2UB P(iHi, j) = Pr(j)
NEXT j

iTer = iTer + 1 \“ EYBE'[';“I)F: Yer

FORj=1TOn |

Pbar(]_') =0 FORj=1TOn

NEXT j | Prr(j) = Beta * P(iHi, j) + (1 - Beta) * Pbar(j)
| NEXT j

Yprr = Func(Prr())

FOR i = 1 TO Mpts

Pbar(j) = Pbar(j) / n
Pr(j) = (1 + Alpha) * Pbar(j) - Alpha * P(iHi, j)

NEXT j
Ypr = Func(Pr())

IF Ypr <= Y(iLo) THEN
FORj=1TOn
Prr(j) = Gamma * Pr(j) + (1 - Gamma) * Pbar(j) |

NEXT j
Yprr = Func(Prr())
IF Yprr < Y(iLo) THEN

‘ IF Ypr < Y(iHi) THEN
FORj=1TOn

IF Yprr < Y(iHi) THEN

IF i <> iHi THEN
FORj=1TOn
Pbar(j) = Pbar(j) + P(i, j) | FORj=1TOn
NEXT j | P(iHi, j) = Prr(j)
END IF NEXT j
NEXT i Y(iHi) = Yprr
) ‘ ELSE
FORj=1T0On | FOR i = 1 TO Mpts
IF i <> iLo THEN
FORj=1TOn

pr > Y(iNHi) THEN

Pr(j) = .5# * (P(i, j) + P(iLo, j))
P(i, 3) = Pr(j)
NEXT j
Y(i) = Func(Pr())
END IF
NEXT i
END IF

ELSE
FORj=1TOn
P(iHi, j) = Pr(j)
NEXT j

Y(iHi) = Ypr
END IF

END IF

GOTO 1

END SUB ' NelderMead

FORj=1TOn
P(iHi, j) = Prr(j)
EXTj
Y(iHi) = Yprr
ELSE |
FORj=1TOn |
P(iHi, j) = Pr(j)
NEXT j
Y(iHi) = Ypr ‘J

END IF
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3. Ug degiskenli u=f(x,y,z2)=x*+y®+2z' -8xyz fonksiyonun minimum oldugu x, y, z
dederleri ve Min u aranmaktadir. Fonksiyon 3 degiskenli oldugundan 4 noktada baslangic
dederi verilmek zorundadir. Minimumun aranacadi baslangig dederleri:

1. nokta: x=1, y=0, z=0

2. nokta:

3. nokta:
4. nokta: x=1, y=1, z=1

olsun. NelderMead alt programi fonksiyon bagimh degildir, degismez, fakat ana program ve
fonksiyonun tanimlanmasi asadidaki gibi degistirilmelidir:

-------------------- Ana program NelderMead---------==-========----
' f(x,y,z,v, ...) gibi cok dediskenli fonksiyonunun minimum oldugu NelderMead ana programi.
' noktanin koordinatlarini, yani x, y, z,v, ... degerlerini ve P .
' f(x,y,z,v, ...) minimum degderini Nelder-Mead motodu ile hesaplar. ng&nagﬁ%ar;iga;léeghz
' Hesaplanan minimum lokal veya global olabilir. Glabal minimum ’.y’ . Y
' olacagi garantisi yoktur. fonksiyonu igin yazilmgtir.

' Ahmet Topgu, Eskisehir, 2010

DEFINT I-N
DEFDBL A-H, O-Z
DECLARE SUB NelderMead (p(), y(), n, iErr)

DECLARE FUNCTION Func (p()) Fonksiyonun dgisken sayisi n=3

DATA 3: 'n - L
'Baslangig noktalarinin koordinatlari

DATA 1,0,0
DATA 0,1,0 % X, y ve z dgiskenlerinin 4 noktadaki B&angic dgerleri
DATA 0,0,1
DATA 1,1,1

cLS Z Degisken sayisi okunuyor
READ n

DIM p(n + 1, n), y(n + 1), Pt(n + 1)

' Baslangig koordinatlarini oku
FORi=1TOn+1

FORj=1TOn
NREEXATDJ.p(" J)% X, y ve z dgiskenlerinin balangic dgerleri okunuyor
NEXT i

' Baslangig noktalarinda fonksiyonun aldigi dederleri hesapla
FORi=1TOn + 1
Pt(1) = p(i, 1)
Pt(2) = p(i, 2)
Pt(3) = p(i, 3)
y(i) = Func(Pt())
NEXT i

Baslangi¢ dgerleri icin u= f(x,y,z) ordinatlari hesaplaniyor

' NelderMead alt programini cagir, Min degeri ara J Fonksiyonun minimum noktasini veggini hesaplamak
CALL NelderMead(p(), y(), n, iErr) — icin NelderMead alt programi galiyor

IF iErr <> 0 THEN
PRINT iErr; " Iterasyon sonunda minimum bulunamadi(NelderMead)!"

END
ELSE

' n+1 dederden minimum dederi belirle )
i=1: yMin = y(1)

FORj=1TOn + 1
IF y(j) < yMin THEN i = j: yMin = y(j)

NEXT j % Sonuglar yazdiriliyor

PRINT "Minimum deger(NelderMead):"
PRINT "x="; p(i, 1); "y="; p(i, 2); "z="; p(i, 3); " noktasinda "; "f(x,y,z)="; y(i)

END IF
END ' Ana program NelderMead sonu -~
FUNCTION Func (p()) u=f(x.y,z)= X +y+7-8xyz
' minimumu aranan fonksiyonun tanimi fonksiyonunun programda tanimlanmasi

x=p(1):y =p(2): z=p(3) =

= A A A -

E;l[J)nEUNéTI(;NJr yr3tanas8rxTy Tz NelderMear sonuci
=

Minimum dedger{NelderMead>:
x= 3.26598672664261 y= 5.33333465897381 == 3.26578658863724 noktasinda

FCx,.u,.22=—75.8518518518367

ar

x=3.27, y=5.33, z=3.26 noktasinda min u=f(x,y,z)=-75.85 bulunmustur.
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SteepestDescent programi ve ornekleri:

1. f(x,y,2) =9n(x)+2Cos(y)—Sn(z) fonksiyonunun x=1, y=1 ve z=1 civarinda maksimumu
var midir? Fonksiyonun dedisken sayisi n=3 tlir DATA satirlar

DATA 3: 'nde gi sken sayisi

DATA 1,1,1: 'de gi skenlerinba  slangic de  gerleri

olarak verilir ve fonksiyonun tanimi

FUNCTION eval (x())

' Definition of Function f(x,y,z) to maximize.
' X(1), x(2),x(3) correspondes variables x,y,z
' Eval is the value of function f(x,y,z)

x =x(1)
y=x(2)
z =X(3)

eval = SIN(x) + 2 * COS(y) - SIN(z)
END FUNCTION ' eval
seklinde yapilirsa program asadidaki sonucu verir:

Lokal maksimum noktaszi(SteepestDescentl:
xC 1 >= 1.57879561888572
x¢ 2 >=—4_.9954086A446584D-05

¢ 3 »=—1.57079788428588

SteepestDescesonucl

Z REE

noktazinda lokal maksimum deger= 3.99799999750405%

x=1.57, y=0, z=-1.57 noktasinda Max f(x,y,z)=4.

0 bulunmustur.

R e L P T e Ana program SteepestDescent --------=-==------

' f(x) veya f(x,y) veya f(x,y,z) fonksiyonunun lokal maksimum

" oldugu noktanin koordinatlarini ve lokal maksimum degerini bulur<<
' dediskenler igin baslangig degerleri verilmelidir. Baslangig

' dederlerinin tanimladigi noktaya en yakin lokal maksimum bulunur.

' Metot: Steepest Descent

' Ahmet TOPCU, Eskisehir, 2010

DEFINT I

DEFDBL A-H, O-Z

DECLARE SUB SteepestDescent (n, x(), iErr)
DECLARE SUB Utilitl (n, dd, d())

DECLARE SUB Utilit2 (n, xk, dd, d(), y(), x(), x1())
DECLARE SUB Derivatives (n, dd, xk, d(), x(), y())
DECLARE FUNCTION eval (x())

) SteepestDescent ana programi.
Bu ana program ug @akenli

f(x,y,z)= Sin(x)+2Cos(y)-Sin(z)
fonksiyonu icin yazilmtir.

CLs

£ Degisken sayisi: fonksiyonda x,y,z glgkenleri var anlaminda.
DATA 3: ' n dedisken sayisi :

DATA 1,1,1: ' dediskenlerin baslangig degerleri

READ n: ' dedisken sayisini oku x=1y

Degiskenlerin balangi¢ dgerleri:

=1, z=1 anlamindadir

DIM x(n): ' degiskenlerin dederlerini iceren vektor

FORi=1TOn Degiskenl
READ x(i): ' dediskenlerin baslangig dederini oku
NEXT i X(2)=y, x(

vektoruinde depolaniyor: x(1)=x,

erin balangic dgerleri x Eval alt programi.

3)=z anlaminda f(x,y,2)= Sin(x)+2Cos(y)-Sin(z)

CALL SteepestDescent(n, x(), iErr) % Lokal maksimumu ara

IF iErr <> 0 THEN
PRINT "Lokal maksimum bulunamadi(SteepestDescent)"
END

END IF

PRINT "Lokal maksimum noktasi(SteepestDescent):"
FORi=1TOn

PRINT "x("; i; ")="; x(i)

NEXT i

PRINT "noktasinda lokal maksimum deder="; eval(x())

END ' ana program SteepestDescent sonu

fonksiyonu tanimlanmasi

FUNCTION eval (x())

' Definition of Function f(x,y,z) to maximize.

' x(1), x(2),x(3) correspondes variables x,y,z.
' Eval is the value of function f(x,y,z)

X = x(1)
y = x(2)
z = x(3)

eval = SIN(x) + 2 * COS(y) - SIN(z)

END FUNCTION ' eval
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SUB SteepestDescent (n, x(), iErr)

' Steepest descent optimization subroutine J SteepeStDescem alt programi.

' This routine finds the local maximum of function f(x,y,z) using ]
' the method of steepest descent, or the gradient.

' The function must be defined in the function Eval(X).

' In this version, finite differences are used to calculate the
' partial derivatives.

' INPUTS:

' n :number of variables of function

' Eps : The convergence criteria

' Maxit: The maximum number of iterations

' xk : A starting constant

' X(i): starting values of variables

' OUTPUTS:

' X(i) : The locally optimum set: x=x(1),y=x(2),z=x(3)
' iErr=0 : local maximum found found at the point x,y,z
' iErr<>0: local maximum not found

' Subprograns called: Eval, Derivatives, Utilitl, Utilit2
' Fortran kodu:
' http://jean-pierre.moreau.pagesperso-orange.fr/Fortran/steepda_f90.txt

DIM x1(n), d(3), y(3): 'working vectors

Eps = 1E-08: ' Tolerance -
Maxit = 500: ' max numberW DIKKAT:

xk = .1: 'starting constant xk nin degeri sonucu ¢ok etkiler. [stirilirse bagka maximum

EpsMach = 1E-15: ' Machine epsilon bulunmasina veya bulunamamasina, neden olabilir!
it = 0: ' number of itaration Degistirerek, orngin, xk=1 alarak, deneyiniz.
iErr = 0: " error flag

The routine needs three values of Y to get started
Generate starting D(i) values
These are not even good guesses and slow the program a little

dd =1

d(1) =1/ SQR(n)

FORi=2TOn
d@i) =d(i-1)

NEXT i

Start initial probe

FORi=1TOn

Obtain yy and DJi]

y(i) = eval(x())

Update X[i]

CALL Utilit1(n, dd, d())

CALL Utilit2(n, xk, dd, d(), y(), x(), x1())
NEXT i

We now have a history to base the subsequent search on
Accelerate search if approach is monotonic
start iteration
WHILE it < Maxit

IF ABS(y(2) - y(1)) >= EpsMach THEN

IF (y(3) - y(2)) / (y(2) - y(1)) > O THEN xk = xk * 1.2
END IF
Decelerate if heading the wrong way

IF y(3) < y(2) THEN xk = xk / 2
Update the Y[i] if value has decreased

IF y(3) > y(2) THEN

y(1) = y(2)
y(2) = y(3)
ELSE

' Restore the X(i)
FORi=1TOn
x(i) = x1(i)
NEXT i
END IF

Obtain new values

y(3) = eval(x())

CALL Derivatives(n, dd, xk, d(), x(), y()): ' Get D(i)
if dd=0 then the precision limit of the computer has been reached
IF dd < EpsMach THEN EXIT SUB

Update X[i]

CALL Utilit2(n, xk, dd, d(), y(), x(), x1())

SUB Utilitl (n, dd, d())

' Check for convergence ' Find the magnitude of the gradient

IF ABS(y(3) - ¥(2)) < Eps THEN EXIT SUB ' Functions called by SteepestDescent and Derivatives
' Try another iteration dd =0

it=it+1 FORi=1TOn

WEND dd = dd + d(i) * d(i)

iErr = 1: ' not converged NEXT i

dd = SQR(dd)

END SUB ' SteepestDescent END SUB ' Utilitl
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SUB Derivatives (n, dd, xk, d(), x(), y())
' Find approximations of partial derivatives D(i) by finite differences
' Called by SteepestDescent
FORi=1TOn
a = x(i): ' Save X(i)
b = d(i) * xk / (2 * dd): ' Find increment
x(i) = x(i) + b: ' Move increment in X(i)
yy = eval(x()): ' Obtain yy
IF ABS(b) < 1E-12 THEN b = 1E-12: ' Guard against divide by zero near maximum
d(i) = (vy - y(3)) / b: ' Update D(i)
IF ABS(d(i)) < .00001 THEN d(i) = .00001: ' Guard against locked up derivative
' Restore X(i) and yy

X =2 SUB Utilit2 (n, xk, dd, d(), y(), x(), x1())
Yy = .Y( ) ' Updates the X(i)
, NEXT ! ' called by SteepestDescent
Obtain dd FORi=1TOn
CALL Utilit1(n, dd, d()) <10} = x()
() =x .
END SUB' Derivatives ,\TE(QT : x(0) + xk = d(i) / dd
y(3) = eval(x())
END SUB ' Utilit2

2. Sagda grafigi verilen y=f(x)=-x"+4x-1+3 tek Max
degiskenli  fonksiyonunun [-6,6] araligindaki 1 £
maksimumu SteepestDescent ile aranacaktir. o}

a)Fonksiyonun tanimlanmasi igin eval alt programi degistirilir:

FUNCTION eval (x()) PR T TE s
' Definition of Function f(x,y,z) to maximize. / -5k

' X(1), x(2),x(3) correspondes variables x,y,z.
' Eval is the value of function f(x,y,z)

x =x(1) o idly i
eval = X * x + 4% ABS(X i 1) +3 f(x)= -x“+4|x—1|+3 fonksiyonu

END FUNCTION * eval

b) Soldaki tepe noktasini bulmak igin ana programin DATA satirlari asagidaki gibi degistirilir:

DATA 1: 'nde gi sken sayisi
DATA -3: ' de gi skenlerin ba slangic de  gerleri

c) Program calistirilarak sonug alinir: SteepestDescent sonucu:
B x=-2.0 de Max f(x)=11.0 anlaminda

Lokal maksimum noktasi(SteepestDescent):
¢ 1 3=-1_99991239288472

noktaszinda lokal maksimum defer= 18.999999992325

d) Sagdaki tepe noktasini bulmak igin DATA satirlari asadidaki gibi degdistirilir

DATA 1:'nde gi sken sayisi
DATA 3: 'de gi skenlerinba  slangic de  gerleri

ve program galistirilirsa:

& SteepestDescent sonucu:
x= 2.0 de Max f(x):3.C anlamind.

Lokal maksimum noktasi{SteepestDescent):
x{ 1 »>= 1.99984468864242
noktasinda lokal maksimum dedger= 2.999999975%85353
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‘ 3m ‘
3. 3x3 metre boyutlu sac levhanin kenarlan kivrilarak Ll moe Jxd

ylksekligi x olan sivi tanki yapilacaktir. Tankin hacminin 5
maksimum olmasi icin x ne olmalidir.

Hacim: V=x(3-2x)? - 8

El ¢oziimii: —]

V nin fonksiyonu ¢ok basit oldugundan el ¢6zimi :
yapllabilir. V nin x e gore tlrevinin sifir oldugu noktalarda T
V maksimum veya minimum olur: o —"
V'=3(4x?*- 8x+3)=0 vr Max
Denkleminin kokleri x;=0.5 ve x,=1.5 dir. Ikinci tirev 20

kullanilarak bu kéklerin V yi minimum mu yoksa 4 o V=x(3-2x)°
maksimum mu vyaptigi belirlenebilir. Sagdaki grafikten o/

goruldiga gibi  x=x;=0.5 igin V(0.5) maksimum 1of [/

olmaktadir. Hacim: -

V=0.5(3-20.5)=2 m? olur. ' _ , )

SteepestDescent Programi ile goziim:

a)Fonksiyonun tanimlamak igin eval alt programi degistirilir:

FUNCTION eval (x())

' Definition of Function f(x,y,z) to maximize.

' X(1), x(2),x(3) correspondes variables x,y,z.
' Eval is the value of function f(x,y,z)

X =x(1
eval (: 3( * (3-245)12 % V= x(3-2xf fonksiyonu
END FUNCTION ' eval

b) Ana programin DATAsatirlari asagidaki gibi dedistirilir:

DATA 1:'nde gi sken sayisi
DATA 1:'de gi skenlerinba  slangic de  gerleri

c) SteepestDescent programi calistinlarak sonug alinir:

SteepestDescent sonucu:
x= 0.5 m de Max V=2 rhanlaminda
& - [0 ]

Lokal maksimum noktasi(SteepestDescentl:
x{ 1 >= _5008448208536214

noktasinda lokal maksimum deger= 1.9997779987947688
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