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8. TERS MATRIS HESABI

Bdlim 2 sayfa 27 de ters matrisin tanimi, 6zellikleri ve adjoint matris yéntemiyle sayisal bir
hesap érnegi verilmisti. A, matrisi ve tersi A\ tanim geregi

-1 _

Anannxn - lnxn (81)

bagintisini saglar. Ters matrisi x_ = A ile gésterirsek

Anxn ann = 1n><n (8.2)
Ay A, e Ay || Xy X' e X 1 ;
Ay 8z v gy [ Xor Xy e Xp | 1 .. (8.3)
A, 8, . Ay || Xy Xnp o e X w1

ifadesinden hesaplanacak x matrisi A nin tersi olur. Bu ifade n kars! tarafli ve n bilinmeyen
vektorli bir denklem sistemidir. A matrisi GAUSS, DOOLITTLE, CROUT veya CHOLESKY
metodlarindan biri ile iiggen garpanlarina ayrilarak x in her bir vektéri hesaplanabilir. Ancak
bu tarz hesap yolu iyi degildir. Cliinkii hem A nin hem de tersi olan x in ayni anda bilgisayar
belleginde tutulmasi gerekir. Gerekli bellek 2n? dir.

Ters matrisin hesabi igin GAUSS, DOOLITTLE, CROUT veya CHOLESKY metotlari yerine
GAUSS-JORDAN?! metodu kullanilir. GAUSS-JORDAN metodunda tiim islemler A nin Gzerinde
yaplilir, ters matris A nin Ustiine depolanir. Dolayisiyla, diger metotlarin yarisi kadar, sadece
n? bellek gerekir. Bu nedenle, dijer metotlara nazaran daha ok islem gerektirmesine
ragmen, GAUSS-JORDAN metodu tercih edilir. Ters matris hesabi igin iterasyon metotlar
uygun degildir, clinki A seyrek veya bant matris olsa bile tersi daima tam dolu bir matristir.

GAUSS-JORDAN teknigi ile ters matris hesabi

GAUSS-JORDAN teknigine gore A, dizenli(tekil olmayan) matrisinin tersi birbirini izleyen
transformasyonlar ile hesaplanir. A.xn matrisi, her adimda bir tane olmak lzere, n adimda
belirlenebilen T;, T,, .., I, transformasyon matrisleri ile soldan ardisik garpilarak birim
matrise dénUstlrilir. nxn boyutlu transformasyon matrisleri dyle segilirler Ki

I, ... L T, A=I1

olur. Buradan, Ters matrisin tanimi geregdi

Al=T, . T, T,

oldugu anlasilir.

Transformasyon matrislerinin belirlenmesi:

all alz am
_ ad,; Ay ... Ay

Anxn -
a,; d, ... A,

verilmis olsun. T;, T,, .., T, transformasyon matrislerinin nasil hesaplanacagr adim adim
aciklanacaktir.

1 Wilhelm Jordan (1842 - 1899), Alman: 1887 de yayinlandi.

Ahmet TOPCU, Bilgisayar Destekli Niimerik Analiz, Eskisehir Osmangazi Universitesi, 2014, http://mmf2.ogu.edu.tr/atopcu/ 94




8. TERS MATRiS HESABI

95

1. adim: A matrisinin 1. kolonunun elemanlar yardimiyla olusturulan nxn boyutlu T; matrisi

Anxn Matrisi ile soldan carpilarak B matrisine donistartlir:

1 30 0 .. 0
T P Lib, by . b,

Tag it 00 01b,; by . b,

L= aig g o B=TA=S|0ib, by . by, (a;70)

a,; | S . .

- i OEan bn3 bnn

%mig o0 .. 1

a; | i

Goruldugu gibi, T, oyle secilmistir ki garpim sonrasi B=T;A matrisinin birinci kolonu birim

matrisin birinci kolonuna déonltsmdustir. T, in 6zelligi nedeniyle B nin elemanlari

b

1j

2 e b, =a-—"
ap ap
ile hesaplanmaktadir.

a, ., (i#1)

Aciklama: Bu formdllerden anlasilacagi gibi, B nin 1. kolonunun hesaplanmasi gerekmez. by elemanini
hesaplamak igin T; matrisinin i. satirindaki tim elemanlarin A nin j. kolonundaki elemanlar ile carpilip

toplanmasi da gerekmez. T;in i. satirindaki ilk eleman —aillall, A nin j. kolonundaki ilk elemanla garpilir ve

bulunan deder aj; ile toplanirsa b; bulunur. Gergekte nxn boyutlu olan T; in, yapisi incelendiginde, tamaminin
olusturulmasina gerek olmadigi, sadece 1. kolonunun bir vektér olarak hesaplanmasinin yeterli oldugu anlasihr.
Ayrica, B nin 1. kolonu sonraki hesaplarda kullanilmayacadi icin, B=T;A hesaplandiktan sonra T; in 1. kolonu B
nin 1. kolonuna yazilarak saklanabilir. Bu agiklamanin amaci, gereksiz dort islemin dnlenmesine yoneliktir.

2. adim: B matrisinin elemanlarn yardimiyla T, hesaplanir, B ile soldan carpihir C matrisi

olusur:
. | _
13-322 30 . 0
P 11016 = G
Y 0{ilc, - o
T,= 6’:"63;’:] ””” 6 ., B=T,T,A= 0303% ¢ |, (b,%0)
[ |
| by | S
| | | |
b, | 0101¢cy Con
0-1210 0 1
L ! bzzw i
b,, b )
czj-bJ ve cij:bij—b'2 a; , (i#2)
22 22

n. adim: Bu adimdan bir 6énceki adimda hesaplandigi varsayllan N=T,; ... T, T;A matrisinin

elemanlarindan T, belirlenir ve N ile soldan garpilirsa birim matris olusur.

_ ‘ -
10 .. 0 -2
} nﬂﬂ
' 100 ..0
01 .. 0y-= 010 .0
o=l el | LETLILTASL | (,7%0)
00 .. 1/-"h 00010
,,,,,,,,,, :Ji‘n,n, 00001
00 ..0 —
L | nm_

Boylece A yiI birim matrise doénlstliren transformasyon matrisleri bulunmus olur. Tanim

geredi, A nin tersi
A'=T, .. T T,

garpimindan hesaplanir.
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ai1, by, ..., Nhy sayilarina “pivot eleman”, bu elemanlarin bulundugu satir ve kolona “pivot
satin” ve “pivot kolonu” denir. Pivot kelimesi kilit, rol oynayan, yonlendiren olarak tercime
edilebilir. Pivot eleman hesabin kaderini belirler. Cinkil, transformasyon matrislerinin
hesabinda gegen pivot elemanlarin a;;#0, b,»#0, ... , n,,#0 olmasi gerekir, aksi durumda
hesaba devam edilemez. Pivot elemanin sifir olmasi halinde, 6rnedin b,,=0 ise, B matrisinin
2. satinnda pivot eleman aranir ve 2. kolon sonraki kolonlardan biri ile degistirilir, pivot
elemanin sifirdan farkh olmasi saglanir ve hesaba devam edilir. Hangi kolonun hangi kolon
ile degistirildigi bir yere kaydedilir. Clnkl iki kolonun yerinin dedistirilmesi sonugta
hesaplanan ters matrisin ayni nolu satirlarinin degistirilmesini gerektirir.

Sifirdan farklh pivot elemanin bulunamamasi durumunda; 6rnedin T, nin hesaplanmasi
sirasinda b,,=by3=...=b,,=0 ise; kolon degistirmek bir ise yaramaz. Bunun anlami; A
matrisinin tekil, yani det A=0 oldugu, A nin tersinin hesaplanamayacadi, A in tanimsiz
oldugudur.

Pivot elemanin sifirdan farkl, fakat mutlak dederce cok kiglik olmasi da nimerik sorun
yaratir. Transformasyon matrislerinin elemanlari pivot elemana bélinerek hesaplandigindan,
pivot elemanin c¢ok kiiciik olmasi bélimin c¢ok blylk bir sayr olmasina, bununla
carpilan/toplanan sayilarin daha da biylmesine ve yuvarlama hatalarina neden olur. Blyulk
matrislerde bu islemler milyonlarca defa yapildigindan, yuvarlama hatalarn birike birike
sonucun yanlis hesaplanmasina neden olur.

Yuvarlama hatalarini azaltmak icin her adimda pivot aranir. Mutlak dedgerce en blylk sayi
satirda aranir, bu sayi pivot olacak sekilde kolonlarin yeri degistirilir.

Ornek:

onN A
>
iN
I
N)

1. adim: T, i olusturmadan 6énce 1. satirdaki mutlak dederce en biiyik sayi aranir. Uglinci
kolondaki 4 sayisi pivot adayidir. 1. kolon ile 3. kolona yer degistirilir, a;;=4 pivot eleman
olur. Sonra T; olusturularak A ile soldan garpilir B matrisi hesaplanir. B nin 1. kolonu birim
matrisin birinci kolonuna dénusdr.

1. ve 3. kolonun
yerleri degistirildi!

v v E
4 1 2 4 025 0 0 1 025 05
Az|2 2 2| T,=[-2 1 0[=/-05 1 0| B=TA=|0 15 1
021 5 0 o0 1 0 2 1
—ZOl

2.adim: B nin 2. satinndaki mutlak dederce en bliylk say! aranir. b,,=1.5 pivot elemandir.
Kolon degistiriimesi gerekmez. T, olusturulur B ile soldan carpilir, C matrisi hesaplanir. C nin
2. kolonu birim matrisin ikinci kolonuna dénusur.

0.25

1 - 0
J:.L.5 1 -0.166667 O 1 0 0.333333
T,=/0 15 0|=/0 0.666667 0| C=T,B={0 1 0.666667
0 P 1 0 -1.333333 1 0 0 -0.333333
15
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3. adim: b33=-0.333333 pivot elemandir. T3 olusturulur, C ile soldan carpilirsa I birim

matrisi olusur:

0.333333
-0.333333| [1 0 1 100
13:00-%:012, 1=T,c=[0 1 0
1 00 -3 00 1

-0.333333

Ters matrisin hesabi: A''=T5T, T; den hesaplanir:

1 _ 0333333 1 - 0.25 0 1 0 0
-‘:)0636%36%%3 ]i-5 42 1 -15 1% 1. ve 3. satirlarin
A_l =T,T,T, = _ 6333333 0 E 0 _Z 1 0|=| 1 -2 2 gyerleri degismeli!
) 2 0 -2 4 -34
—— |0 -— 1|-—- 0 1
-0.333333 15 4

1. ve 3. kolonun yerleri degistirildiginden 1. ve 3. satirin yerleri degistirilmelidir:

-2 4 -3
At=l1 -2 2
1 -15 1

Kontrol: A A'=I olmali:

2 1 4-2 4 -3 [100
AA =2 2 2|1 -2 2|=l0 1 0"
1 20/l1 -15 1| |0 0 1

Aciklama: Teoriyi aciklamak amaciyla Ti, T», ..., Tn, A, B, C, ..., N gibi ¢ok sayida matris gerekli olmakla
birlikte, programlama icin bu matrislerin hemen higbirine gerek yoktur. Tium transformasyon matrisleri igin
sadece n elemanl bir vektor, kolon degdisimlerini saklamak igin n elemanli bir vektér ve nxn boyutlu A matrisi
yeterlidir. i. transformasyon sonrasi A nin i. vektériinin birim matrisin i. vektorine donlsecedi bilindiginden ve
i. kolon sonraki hesaplarda gerekli olmadigindan, T; nin i. kolonu A nin i. kolonuna depolanabilir. Tim islemler A
matrisi tGzerinde yapilabilir, bellek harcanmamis olur.

Ters matris hesabi fazla dért islem( yaklasik 6n3) gerektirir, zorunlu olmadikca hesabindan kaginilir. Zorunlu
durumda GAUSS-JORDAN teknigi tercih edilir. Cinki tum diger yontemler iki kat daha fazla bellek gerektirir.
Ayrica, varsa, A nin bant ve simetrisinden yararlanilamaz; gliinkd ters matris daima tam doludur.

Yukarida verilen ydntemin i. adiminda pivot eleman i. satirda aranmakta, gerekirse, kolonlara yer
degistirilmektedir. Buna satirda pivot arama denir. Satirda pivot arama yerine, i. kolonda da pivot aranabilir ve
gerekirse satirlara yer degistirilebilir. Buna kolonda pivot arama denir. Hatta, i. satir ve kolon ile n. satir ve
kolonun sinirladigi matris iginde pivot eleman aranarak, gerekirse hem satirlara ve hem de kolonlara yer
degdistirilir. Buna da tam pivot arama denir.

Tam pivot arama kullanilirsa yuvarlama hatalari en aza indirgenir, ancak hesap siresi gok uzar, genelde tercih
edilmez.

Ters matris ile denklem sistemi ¢oziimii

Ax =bdenklem sisteminin ¢ézimi ters matris hesaplandiktan sonra, teorik olarak, x= A™b

carpimindan da bulunabilir. Ancak, cok fazla islem gerektirdiginden ve A™ tam dolu

oldugundan, bu ¢6ziim yolu hig¢ bir zaman tercih edilmez.

Niimerik hesaplarda, zorunlu olmadikga, ters matris hesabindan kacginilir!
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