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3. COK BILINMEYENLI DOGRUSAL DENKLEM SISTEMi TURLERI

Karmasik ve analitik ¢6zimi mimkin olmayan diferansiyel denklemler sonlu farklar ve
sonlu elemanlar gibi yontemler ile dogrusal denklem sistemlerine dontsturallirler. Hemen
her bilim dalinda problemlerin tahminen %75 i en az bir bilinmeyenli bir dogrusal denkleme,
genellikle de cok bilinmeyenli dogrusal denklem sistemine indirgenir. Klasik ve matris
nosyonunda yazilmis dogrusal denklem sistemlerine 6rnekler:

Bir bilinmeyenli bir denklem:

Klasik: a;;x;1=b; matris: [a;;][x:]1=[b;] 2 A x=b

iki bilinmeyenli iki denklemli sistem:

Klasik: A+, =y matris: {aﬂ aﬂ}[xl} :[bl} - A x=b
A% +ayX, =h, & Axn || X% b,

m bilinmeyenli n denklemli sistem:

a:I.lxl +a12X2 + "'+a1mxm :bl ail a12 a:l_m 1 bl
] _ ~la, a o a X b
Klasik: @x% +a,X, + ...+ a,X, =b, Matris: | * % m T2 =172 5 A x=b
AX A% + +a X =b Ay Ay e Ay || X | | by
nl1/M n22 nm“*m n

A ve b bilinir x hesaplanir. a;; ve b; sabit sayilar, x; bilinmeyendir. A ya katsayilar matrisi, x e
bilinmeyenler vektéri ve b ye karsi taraf vektori denir. Denklemler sabit sayilan ve birinci
dereceden bilinmeyenleri igerdidgi igin bu tir denklem sistemlerine dogrusal denklem

sistemleri adi verilir, ¢linkii X1'X2, X12, Sin(x2), Log (x1), €, 1/(x1+x,) gibi veya benzeri
terimler icermezler.
Denklem sistemi tiirleri:

1. Denklem sayisinin bilinmeyen sayisina esit oldugu sistem: n=m

a; 8, . &, | X | |b

_ Ay Ay e Ay, || Xy _ b2 Denklem sayisi bilinmeyen sayisina esittir: n=m. Uygulamada
Al(—p - - cogunlukla karsilasilan denklem sistemi taradar. Katsayilar
matrisi A tam dolu, seyrek dolu, simetrik, bant, simetrik ve
bant, tgli késegenmatris olabilir.
a'nl anZ a'nn Xn bn . e -
det A#0 ise tek ¢6zim vardir, det A = 0 durumunda ¢6zim
6 -3 3 1 X 11.2 yoktur veya sonsuz ¢dzim vardir.
- -3 8 -2 -1|x -6.6
Ornek: 2=
2 4 9 2|x| |-03

-1 3 3 5]|x,| |-128

2. Denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan ¢ok oldugu sistem: n>m

a a a X b Denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan ¢ok olmasi durumudur:
11 12 1m 1 1 K -
n>m. Genellikle 6lgime ve deneye dayall problemlerde ortaya cikar.
Ax =b Ay Ay . Qo || Xy | L b2 _O!gmel ve deney yoluyla belirlenen veri hatalarini en aza indirggmﬂek
AX=D - = icin bilinmeyen sayisindan daha c¢ok denklem olusturulur. Cézim

yaklasiktir ve minimum hata olacak sekilde bulunmaya calisilir.

Ay A . Qg | Xy b, A katsayllar matrisi genelde gok seyrek doludur. Bu tir denklem
sistemini ¢ozebilmek igin A nin kolonlari dogrusal bagimsiz olmali,
yani rank A=m olmalidir.

31 -66 0.58
) -29 42 [x]_| 201
Omek: | 27 58 x| |-443
18 23 3.39
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3.Denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan az oldugu sistem: N<Im

11 a12 aZl.m Xl
AX = b a21 a22 a2m X2
an1 an2 anm Xm_
Xy
A 4 -2 1 2 |x
Ornek: 2
1 6 -3 -2|x| |

Xy

[-22
T4

4. Birden c¢ok kars: tarafli sistem:

all
a21

nl

Ornek:

-2 -1

a'12
a22

n2

a'Zl.rl'l Xll
a2m X21
anm Xml
X11 X12

N
[
N
N

NN e
X x X

8
X x X

8

X
N

X12 X]s bll
Xoy  eee Xog b,,
Xm2 Xms bnl
x,| [-22 3 16
X | |42 -9 39
Xy | |16 -12 83
Xou 9 5 4

Denklem sayisinin bilinmeyen sayisindan az olmasi durumudur:
Elektronik devre analizi,
optimizasyon ve mekanik gibi alanlarin bazi problemlerinde bu tir
sistemler ile karsilasilir.

n<m.

A katsayilar matrisi genelde gok seyrek doludur. Bu tir denklem
sistemini ¢ozebilmek igin A nin satirlari dogrusal bagimsiz olmali,
yani rank A=n olmalidir. Tek dedil, sonsuz ¢ézim vardir.

cografi bilgi sistemi, istatistik,

(=
(=

o

Ayni katsayili s tane denklem sisteminin tek
1s bir denklem sisteminde yazilmis seklidir.
2s Karsi tarafta s tane vektor vardir. Her karsi
taraf vektort igin bir ¢6zim vektéri
gerektiginden x matrisinin de s tane

ns vektord vardir.

C6zim s tane denklem sisteminin ¢dzimu

ile esdederdir.
agiklanan n=m, n>m
durumlarindan biri gibidir.

veya

Cozumin varlidi yukarida

n<m

5. Kars tarafi sifir olan sistem(homojen denklem sistemi):

all a12 a1m Xl
Al - Q R a21 a22 a2m X2
anl an2 anm__Xm
X
Ornek:|4 -2 1  2|X%|_
1 6 -3 -2|X%
X, |

0
10
0
0
0

Kars tarafi sifir olan sisteme homojen denklem sistemi denir.
n=m veya nzm olabilir. x=0 igin bu badintinin saglandigi
aciktir. Ancak burada x # 0 ¢6zima énemli olur.

X # 0 ¢6zUmunin olabilmesi igin:

1. ya det A=0 olmali, veya
2. A nin satirlari veya kolonlari dogrusal bagimli olmali.

Her durumda denklemi saglayan birden cok x vardir.

6. Karsi tarafi bilinmeyen vektoriiniin sabit bir kati1 olan sistem(6zdeger problemi):

ay

Ax=ix | ™
Ay

AX-21x=0 >

(A-21)x=0-
a:u_/1 a,

ay azz_/1
ay a;

a,
8

&2

ay
8y

8y

a;
(™

Ay

a, [ %
B0 | X,
B L %,

8, -

O

o - A

a, - &,

By -

8z - Am

a, |[%

B || % |_

8 = 2] | X,

=

X
X

0

Soldaki bagintilarin hepsi de ayni bagintidir, fakat
farkh sekillerde yazilmiglardir.

nxn boyutlu denklem sisteminin karsi tarafi
bilinmeyen vektérinin sabit bir katidir. Bu tar
denklem sistemi ile dinamik, deprem, stabilite
problemlerinde karsilasilir ve 6zdeder problemi
adi verilir. Denklemi saglayan bir A sabiti ve buna
ait x vektéri aranir. A Sabitine 6zdeder, x
vektorine de A ya ait 6zvektér denir.

Homojen bir denklem sistemi oldugundan xz0
cbzUmleri ancak ve ancak det (A-AI) =0 igin
vardir.

C6zUmu zorca olan bu problem titresim yapan
cisimlerin periyot, frekans ve modlarinin hesabina
Ozdestir.
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Tek ¢oziim var, ¢oziim yok, sonsuz ¢é6ziim var ne demektir? Bir bilinmeyenli bir denklem igin agiklamaya calisalim:

ax=b denkleminde a ve b sabit x bilinmeyendir. az0 durumunda ¢6zim x=b/a dir, Coziim vardir ve tektir. a=0 ve bz0
durumunda Ox=b ifadesi matematik kurallara ters diser, ¢inkl, b#0 oldugu bilinmektedir. Ayrica bu ifadeden x=b/0 yazilamaz!
Demek ki denklem uyumsuzdur, ¢6ziim yoktur. a=0 ve b=0 durumunda 0x=0 badintisini saglayan sonsuz x vardir, sonsuz
¢oziim vardir.

Tek ¢bziim var, ¢dziim yok, sonsuz ¢éziim var ne demektir? iki bilinmeyenli denklem sistemleri icin agiklamaya calisalim:
1. denklem sistemi:

2X - y=2 veya y=2X - 2
X + y=4 y=-x + 4 y
iki farkli dogrunun denklemidir. Bu dogrulari x-y koordinat sisteminde gizersek x=2 ve y=2

noktasinda kesistiklerini gorurtiz. O halde bu nokta her iki dogru Gzerindedir, x=2 ve y=2 dederleri
her iki denklemi de saglar, baska kesisen nokta yoktur. Coziim vardir ve tektir.

&
/;\'/\;/ Kesisme
Ay noktasi=¢6zim

/,
(2:2)

= N W A w0

Ayni denklem sistemini matris notasyonunda yazar ve katsayilar matrisinin determinantini
hesaplarsak

Ax:b{2 ﬁﬁ:ﬁ, det A =201 (-1)1=3 1
1 1|yl 7|a

Det A # 0 oldugunu gorurtz. Tek ¢bziim var

Sonug: determinanti sifirdan fakli denklem sisteminin ¢ézimu vardir ve tektir.

2. denklem sistemi:

2X - y=2 veya y=2X - 2

X - Y2y=0 y=2x

iki farkh dogrunun denklemidir. Bu dogrulari x-y koordinat sisteminde gizersek birbirine paralel olduklarini

goriruz, kesismezler. O halde her iki dogru tzerinde olan higbir ortak nokta yoktur. Her iki denklemi de
sadlayan x ve y deder cifti bulunamaz. Céziim yoktur.

N R N |

Ayni denklem sistemini matris notasyonunda yazar ve katsayilar matrisinin determinantini hesaplarsak

2 -1y 2
Ax=b |, _1{ }:{ } det A =2[{-0.5-(-)@2=0
) RARRY

Det A = 0 oldugunu géririz. 1. satiri -1/2 ile garparak 2. satir ile toplarsak Goziim yok

o oL

A nin ikinci satiri sifir olur, yani A nin satirlari dogrusal bagimlidir, rank<2 dir. b nin ikinci satiri sifir degildir. ikinci denklemi
aglk yazarsak 0'x+0'y=-1 yani 0=1 dir. Bu ise matematik kurallara ters diiser. Demek ki denklemler uyumsuzdur.

Sonug: Katsayilar matrisinin bir satiri sadece sifir elemanlar igeriyor fakat ayni satirin karsi tarafi sifirdan farkh ise:
1. determinant sifirdir. 2. satirlar dogrusal bagimhidir. 3. denklemler uyumsuzdur. 4. denklem sisteminin ¢6zimu yoktur.

3. denklem sistemi:

2X - y=2
X - hy=1
birbirinden farkli gibi gériinen bu iki denklemi
y=2Xx-2 o
y=2Xx-2 \
seklinde yazarsak, gergekte birbirinin ayni iki dogru oldugunu goértriz. Bu dogrulari x-y koordinat > ,¢/
sisteminde cizersek Ust Uste dlserler. Her iki dogru Gizerinde sonsuz ortak nokta vardir. O halde her iki 4 £
dogru Utzerindeki her nokta her iki denklemi de saglarlar. Bu nedenle sonsuz ¢6ziim vardir. 3 /

‘v
Ayni denklem sistemini matris notasyonunda yazar ve katsayilar matrisinin determinantini hesaplarsak j ,/:w*

2N
2 -1y 2 L A —
Ax=b - 1 _E[}:[ },detAZZEﬂ—O.S)—(—l)EL:O a2 34
PARANNE 2

Det A = 0 oldugunu géririiz. 1. satiri -1/2 ile garparak 2. satir ile toplarsak Sonsuz goziim var

o oL

A nin ve b nin ikinci satir sifir olur, yani A nin satirlari dogrusal bagimlidir, rank<2 dir. ikinci denklemi agik yazarsak 0-x+0'y=0
yani 0=0 dir. Bu ise matematik kurallara ters dismez. Demek ki denklemler uyumludur. y dediskenine istedigimiz herhangi
deder verebilir, x i buna bagli hesaplayabiliriz: y=c gibi bir sabit olsun, x=[2-(-1).c]/2=1+0.5c olur. Cézim vektdru

X ={X} =F+ O‘SC} dir ve denklem sistemini her c dederi igin saglar. Sonsuz c dederi olabilecedi igin sonsuz ¢6zim vardir.
23y c

Sonug: Katsayilar matrisinin bir satiri sadece sifir elemanlar igeriyor ve ayni satirin karsi tarafi da sifir ise:
1. determinant sifirdir. 2. satirlar dogrusal bagimhidir. 3. denklemler uyumludur. 4. denklem sisteminin sonsuz ¢6ztimu vardir.
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Tek ¢bziim var, ¢éziim yok, sonsuz ¢éziim var ne demektir? Ug bilinmeyenli denklem sistemi igin agiklamaya galisalim:

Denklem sistemi:

3 adet dizlem a a a X b
aiiX+any+aisz=b; J‘denklemi 1 12 213 1

axiX+axny+azz=b; Matris notasyonunda AX=D, |8 ax ax|Yy|=|b:
a31X+a3zy+a33z=b3 Az Az Aagz | Z b3

denklem sisteminin her bir denklemi bir diizlemin denklemidir. x, y, z uzay eksen takiminda; Ug diizlem bir noktada kesisirse
tek ¢6zim vardir. Bir dogru boyunca kesisirlerse veya Ust Uste diserlerse sonsuz ¢ézim vardir. Kesismezler veya birbirine
pararlel iseler ¢ézim yoktur.

Kesisme
dogrusu = sonsuz ¢6ziim var

Kesisme noktasi =
tek ¢ozim var

Diizlemler bir noktada Diizlemler bir dogru Diizlemler iist liste
kesisivor: Tek coziim var boyunca kesisiyor: Sonsuz diisiivor: Sonsuz coéziim var
¢oziim var

Diuizlemler birbirine

Diizlemler kesismiyor:
paralel: Co6ziim vok smly

Coziim vok

Genellestirme: Tek ¢oziim var, ¢oziim yok, sonsuz ¢6ziim var ne demektir? n denklem ve m bilinmeyenli

ay 8 . Gy || Xy b,
=b
Xy HapX, to.t X, =0, a, a, . a, |x, b,

ay Xy tapX, t.ota, X, =b, - = - Ax=D

a, X, +a,X, +..+a, X, =h, '
ahl a'n2 anm Xm bn

Denklem sistemi X1, Xz, ..., Xm €ksenli uzayda tanimhdir. Cizim yoluyla ¢6zimu g&steremeyiz. 2x2 ve 3x3 denklem sistemleri igin
yukarida verdigimiz ilkeleri genellestirebiliriz: Aranan ¢éziim, m eksenli uzayda koordinatlari Xi, X2, ..., Xm Olan bir noktadir. Bu
nokta bulunabilir, bulunamayabilir veya sonsuz tane bulunabilir. O halde nxm denklem sisteminin

¢ Tek ¢oziimii olabilir.
e Cozimii olmayabilir.
. Sonsuz ¢oziimii olabilir.

Denklem sistemine bakarak ¢6zim vardir, yoktur ya da sonsuz ¢ozim vardir demek mimkin degdildir. Yukaridaki
irdelemelerden anlasildigi gibi, ¢6zim katsayilar matrisinin determinantinin dederine, satir veya kolonlarin dogrusal bagimli olup
olmadigina, ranka ve denklemlerin uyumlu olup olmadigina baghdir.

Blylk bir denklem sisteminin determinanti nasil hesaplanacak? Satir veya kolonlarin dogrusal bagiml olup olmadigi nasil
belirlenecek? Denklemlerin uyumlu veya uyumsuz oldugu nasil anlasilacak? Rank nasil hesaplanacak?

Zor gibi gorilen bu sorularin cevabi aslinda cok basittir. Denklem sistemi gozillirken bu sorularin timinin cevabi da
kendiliginden ortaya gikar. Bolum 4 de denklem sistemlerinin ¢6zim yontemleri incelenirken bu sorular sayisal 6rneklerle
cevaplanacaktir.
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Dogrusal denklem sistemlerinin ¢6ziim yontemleri
Katsayilar matrisi kare olan, n denklem ve n bilinmeyenli
A x=b (3.1)

denklem sistemininde A ve b nin elemanlarinin sabit sayilardan olustugu, det A 0 ve b # 0
oldugu varsayllmaktadir. Denklem sistemini saglayan x vektorlinin hesaplanmasi
amaglanmaktadir. Bilindigi gibi, siralanan kosullar nedeniyle, ¢6zim vardir ve tektir.

Bilinen ilk sistematik ¢6ziim metodu Cramer kuralidir'. Determinant hesabina dayal bu
¢6zUm metodu, diger ¢c6zim metotlarina kiyasla, gok fazla islem(100 bilinmeyenli denklem
sistemi icin yaklasik 70 milyon islem!) gerektirdiginden glintimuizde kullaniimamaktadir.
Cramer kuralinin sadece tarihsel degeri vardir.

Gunumuzde 3.1 dogrusal denklem sistemi direkt veya iterasyon yontemlerinden biri ile
¢6zalir:

Direkt yontemler:

Belli sayida ¢6zim adimi ve islem sayisi olan ¢6zim ydntemleridir. Gerekli adim sayisi ve
dort islem sayisi ¢6zim oncesi bellidir. GAUSS indirgeme metodu, GAUSS-JORDAN teknigi,
LU veya LDU carpanlara ayirma yéntemleri, CHOLESKY metodu ve diger benzerleri bu gruba
girer.

iterasyon yontemleri:

Gerekli adim ve doért islem sayisi ¢ozim Oncesi bilinemez. Hatta ¢dzimin bulunacaginin
garantisi de her zaman yoktur. Cézime bir baslangi¢c ¢6zimi tahmin edilerek baslanir, bir
sonraki adimda hesaplanan ¢dézim gercek ¢6ziime daha yakindir. Birbirini izleyen iki ¢6zim
arasindaki fark yeter derecede kliglik oluncaya kadar hesap tekrarlanir. JACOBI, GAUSS-
SEIDEL metodu, CG (Conjugate Gradient method) metodu, SOR(Successive Overrelaxation
Method) metodu ve diger benzerleri bu gruba girer.

Cok sayida direkt ve iterasyon yontemi vardir. 1953 yilinda yapilan bir sayima gére 450 den
gok ¢6zim yodntemi vardi. Temelleri asirlar 6nce atilmis olmakla birlikte, asil gelismeler
1960-1970 h yillarda olmustur. Bugln sayisini bilmek mimkin dedildir. En genel yontem
GAUSS indirgeme metodudur. Didgerleri bu yontemin 6zel durumlar icin az ya da cok
degistirilmis seklidir. Yukarida adi gegen yontemler en gok kullanilanlardir.

TUm ¢6zUm ydntemlerinin ¢ temel dayanadi vardir:

« Denklem sisteminin bir denkleminin sifirdan farkli bir sabit ile carpilmasi ¢6ziimii degismez.

» Denklem sisteminin iki satirinin yerleri degistirilirse ¢6ziim degismez.

+ Denklem sisteminin iki kolonunun yerleri degistirilirse ¢c6ziim degismez, ancak degiskenlerin sirasi
degisir.

 Denklem sisteminin bir denklemi sifirdan farkli sabit bir sayi ile carpilir ve baska bir satir ile
toplanirsa(veya cikarilirsa) ¢6ziim degismez.

Direkt ¢6zim metotlar bu ilkelerden yararlanarak 3.1 denklem sisteminin katsayilar
matrisini

» Bir iist iicgen matrise, veya
« Bir alt ve bir iist iicgen matrisin carpimina veya
» Bir alt iicgen bir diyagonal ve bir list iicgen matrisin carpimina

dénustariarler. Bu nedenle, yukarida adi gegen yodntemlere, indirgeme veya carpanlara
ayirma yontemi adi da verilir. Katsayilar matrisi Gggenlestirilmis sistemin ¢6zUmi gergek
sistemin ¢o0zUmUuna verir.

! Ik sistematik denklem ¢dziimiini Isvicreli Cramer(1704-1752), 1750 yilinda yayinladi.
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